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[bookmark: _GoBack]РАЗДЕЛ 1. ВВЕДЕНИЕ В ЭКОНОМЕТРИКУ

1.1 Понятие эконометрики и эконометрических моделей
Эконометрика — наука, изучающая конкретные количественные и качественные взаимосвязи экономических объектов и процессов с помощью математических и статистических методов и моделей. 
Определение предмета эконометрики было дано в уставе Эконометрического общества, которое главными целями назвало использование статистики и математики для развития экономической теории. Теоретическая эконометрика рассматривает статистические свойства оценок и испытаний, в то время как прикладная эконометрика занимается применением эконометрических методов для оценки экономических теорий. Эконометрика дает инструментарий для экономических измерений, а также методологию оценки параметров моделей микро- и макроэкономики. Кроме того, эконометрика активно используется для прогнозирования экономических процессов как в масштабах экономики в целом, так и на уровне отдельных предприятий. При этом эконометрика является частью экономической теории, наряду с макро и микроэкономикой
Термин «эконометрика» состоит из двух частей: «эконо» — от «экономика» и «метрика» — от «измерение». Эконометрика (или эконометрия) входит в обширное семейство дисциплин, посвященных измерениям и применению статистических методов в различных областях науки и практики. 
Одно из первых определений эконометрики дал Рагнар Фриш:
Эконометрика — это не тоже самое, что экономическая статистика. Эконометрика не является синонимом приложений математики к экономике. Каждая из трех отправных точек — статистика, экономическая теория и математика — необходимое, но не достаточное условие для понимания количественных соотношений в современной экономической жизни. Это единство всех трех составляющих.
Эконометрика тесно связана с математической экономикой. 
Первые попытки количественных исследований в экономике относятся к ХVII в. Они были связаны с представителями нового направления в экономической теории — политической арифметики. У. Петти, Ч. Давенант, Г. Кинг использовали конкретные экономические данные в своих исследованиях, в первую очередь, при расчете национального дохода. Это направление пробудило поиск экономических законов, по аналогии с физическими, астрономическими и другими естественнонаучными законами. При этом существование неопределенности в экономике еще не осознавалось.
Важным этапом для возникновения эконометрики явилось развитие статистической теории в трудах Ф. Гальтона, К. Пирсона, Ф. Эджворта. Эти ученые предопределили первое применения парной корреляции. Так, Дж. Э. Юл определял связь между уровнем бедности и формами помощи бедным. Г. Хукер же измерял связь между уровнем брачности и благосостоянием, в котором использовалось несколько индикаторов благосостояния, к тому же исследовались временные ряды экономических переменных.
С 1830-х годов наиболее развитые страны стали испытывать, необъяснимые с точки зрения экономической науки того времени потрясения — упадок деловой активности, возникновение массовой безработицы. 
В 1911 г. выходит книга американского экономиста Г. Мура «Законы заработной платы: эссе по статистической экономике». Многие ученые считают эту работу первым трудом по эконометрике. В этом исследовании он провел анализ рынка труда, статистически проверил теорию производительности Дж. Кларка и изложил основы стратегии объединения пролетариата. Г. Мур показал, что сложные математические построения, наполненные фактическими данными, могут составить основу для разработки социальной стратегии.
В это же время итальянский экономист Р. Бенини впервые применил метод множественной регрессии при оценке функции спроса. Значительный вклад в становление эконометрики внесли исследования цикличности экономики. Первым цикличность экономики обнаружил К. Жугляр. Он выявил 7-11-летние циклы инвестиций. Сразу после него С. Китчин выявил 3-5-летнюю периодичность обновления оборотных средств, С. Кузнец, лауреат Нобелевской премии по экономике за 1971 год, обнаружил 15-20-летние циклы в строительстве, а Н. Кондратьев выявил свои знаменитые «длинные волны» продолжительностью 45-60 лет.
Значительной вехой в формировании эконометрики явилось построение экономических барометров. Большинство экономических барометров основано на следующей идее: в динамике различных элементов экономики существуют такие показатели, которые в своих изменениях идут впереди других и потому могут служить сигналами изменений последних. Первым и самым известным стал Гарвардский барометр, который был создан в 1903 г. под руководством У. Персонса и У. Митчелла. Он состоял из кривых, характеризующих фондовый, товарный и денежный рынки. Каждая из этих кривых представляла среднюю арифметическую из входящих в нее нескольких показателей. В основу прогноза гарвардского барометра было положено свойство каждой отдельной кривой повторять движение остальных в определенной последовательности и с определенным отставанием. Успех использования гарвардского барометра породил эпидемию таких построений в других странах. Приблизительно с 1925 г. он потерял свою чувствительность. Его крах объясняется появлением мощного регулирующего фактора в экономике США. В этих условиях основным методом макроэкономического анализа становится метод «затраты-выпуск» В. В. Леонтьева. В это же время начали строиться экономические модели, использующие методы гармонического анализа. Эти методы были перенесены в экономику из астрономии, метеорологии и физики.
К 1930-м годам сложились все предпосылки для выделения эконометрики в отдельную науку. Стало ясно, что для более глубокого понимания экономических процессов стоит использовать в той или иной степени статистику и математику. Возникла необходимость появления новой науки со своим предметом и методом, объединяющая все исследования в этом направлении. 29 декабря 1930 г. по инициативе И. Фишера, Р. Фриша, Я. Тинбергена, Й. Шумпетера, О. Андерсона и других ученых было создано эконометрическое общество. В 1933 г. Р. Фриш основал журнал «Эконометрика», который и сейчас имеет большое значение для развития эконометрики. А уже в 1941 г. появляется первый учебник по новой научной дисциплине, написанный Я. Тинбергеном. В 1969 г. Фриш и Тинберген стали первыми исследователями, получившими Нобелевскую премию по экономике. Как говорится в официальном сообщении нобелевского комитета: «за создание и применение динамических моделей к анализу экономических процессов».
В 1980 г. вторую эконометрическую Нобелевскую премию по экономике получил американский экономист Лоуренс Клейн за создание экономических моделей и их применение к анализу колебаний экономики и экономической политики. Совместно с А. Голдбергом он создал одну из самых известных моделей американской экономики, известной как «модель Клейна–Голдберга». В основу структуры этой модели были положены его собственные разработки. Она состояла из взаимосвязанных одновременных и направленных рядов уравнений, решение которых давало картину производства в стране. Говоря об этой модели, Р. Дж. Болл отмечал: «Как эмпирическое представление об основах кейнсианской системы эта модель стала, возможно, самой знаменитой среди моделей крупных национальных хозяйств до появления других моделей в 60-е гг.». Клейн также организовал широко известный проект «Линк» для интеграции статистических моделей разных стран в единую общую систему с целью улучшения понимания международных экономических связей и прогнозирования в области мировой торговли
В это время активно развивалась не только макро-, но микроэконометрика. Пионерами этого направления выступили Д. Хэкман и Д. Мак-Фадден. Они разработали теорию и методы, которые широко используются в статистическом анализе поведения индивидуумов и домохозяйств как в экономике, так и в других общественных науках. Выдающиеся достижения этих ученых были отмечены Нобелевской премией по экономике в 1990 г. 
Важным событием для развития эконометрики стало появление компьютеров. 
Большое влияние на современную эконометрику оказал Хаавельмо. Хаавельмо показал, как можно использовать методы математической статистики для того, чтобы получать обоснованные заключения о сложных экономических взаимосвязях исходя из случайной выборки эмпирических наблюдений. Эти методы можно, кроме того, использовать для оценивания соотношений, полученных на основе экономических теорий, и для проверки этих теорий. В 1989 г. ему присудили Нобелевскую премию по экономике «за прояснение вероятностных основ эконометрики и анализ одновременных экономических структур».
Эконометрика сегодня
Сегодня эконометрика занимает достойное место в ряду экономических наук. В мире выпускается ряд научных журналов, полностью посвященных эконометрике, в том числе: Journal of Econometrics (Швеция), Econometric Reviews (США), Econometrica (США), Sankhya Indian Journal of Statistics. Ser.D. Quantitative Economics (Индия), Publications Econometriques (Франция), эконометрику изучают в ведущих мировых университетах, пришло понимание, что без эконометрических методов невозможно проводить современный макро- и микроэкономический анализ.
На русском языке также существуют специализированные журналы. К ним относятся «Прикладная эконометрика» и «Квантиль». Отдельные публикации по эконометрике появляются в журналах «Экономика и математические методы», «Вопросы статистики», «Вопросы экономики» и некоторых других.
Ранее в России по ряду причин эконометрика не была сформирована как самостоятельное направление научной и практической деятельности. Хотя в настоящее время начинают развертываться эконометрические исследования, в частности, начинается широкое преподавание этой дисциплины.

Структура эконометрики
В эконометрике, как дисциплине на стыке экономики и статистического анализа, естественно выделить три вида научной и прикладной деятельности (по степени специфичности методов, сопряженной с погруженностью в конкретные проблемы):
а) разработка и исследование эконометрических методов с учетом специфики экономических данных;
б) разработка и исследование эконометрических моделей в соответствии с конкретными потребностями экономической науки и практики;
в) применение эконометрических методов и моделей для статистического анализа конкретных экономических данных.

Рассмотрим следующую ситуацию. Допустим, мы хотим продать автомобиль и решили дать объявление о продаже. Естественно, возникает вопрос: какую цену указать в объявлении. Очевидно, мы будем руководствоваться информацией о ценах, которые выставляют другие продавцы подобных автомобилей, а именно автомобилей, обладающих близкими значениями таких факторов, как год выпуска, пробег, мощность двигателя.
Формализуем описанную задачу: необходимо определить цену автомобиля, зависящую от ряда факторов (год выпуска пробег и т. д.). 
Цена автомобиля является зависимой величиной, а факторы, от которых она зависит, являются независимыми. Зависимые переменные в эконометрике называют объясняемыми, а независимые – объясняющими. Цены, указанные в объявлениях, определяются не только значениями соответствующих независимых переменных, но и зависят от случайных обстоятельств – таких, например, как характер продавца, возможные сроки продажи, потребность продавца в конкретной сумме и т. д. Однако, в отличие от объясняющих переменных, которые «постоянно» формируют цену автомобиля, влияние отдельного случайного обстоятельства может присутствовать или отсутствовать в наблюдаемой цене конкретного автомобиля. 
Таким образом, нами получена следующая эконометрическая модель
                                 (1.1)
в которой  – наблюдаемое в рекламных объявлениях значение цены автомобиля,  – набор независимых переменных, т. е. факторов, влияющих на цену автомобиля,  - случайная величина, отражающая влияние случайных обстоятельств на цену автомобиля и в дальнейшем называемую случайным возмущением или случайной ошибкой модели. Запись  означает некоторую функцию от k аргументов и эту функцию называют объясненной частью эконометрической модели.
В дальнейшем сама переменная обозначается прописной (большой) буквой, а ее конкретные значения строчной (маленькой) буквой.
В общем случае эконометрическая модель – это вероятностно-статистическая модель, описывающая функционирование экономической или социально-экономической системы или объекта.
В нашем случае таковым экономическим объектом является рынок автомобилей.
Важным требованием к эконометрической модели является ее адекватность объекту-оригиналу: модель должна с необходимой степенью точности отражать закономерности процесса функционирования реального объекта или системы. 
Определив эконометрическую модель процесса формирования цены автомобиля, мы еще не получили ответа на вопрос: какую же цену назначить при продаже нашего автомобиля? 
Обратимся к модели (1.1). Так как влияние возмущения  носит случайный характер, то нам необходимо построить некоторое аналитическое выражение для объясненной части эконометрической модели  и это выражение не должно содержать возмущения  .
Наиболее естественным выбором объясненной части случайной величины Y является ее среднее значение – условное математическое ожидание  , полученное при данном (фиксированном) наборе объясняющих переменных . При таком выборе объясненной части эконометрическая модель имеет вид
                                 (1.2)
Уравнение (1.2) часто называют уравнением регрессионной модели, а выражение
                  (1.3)
называют функцией регрессии.
С математической точки зрения регрессионная модель (1.2) оказывается более простым объектом, чем эконометрическая модель общего вида (1.1). Остановимся на одном важном свойстве регрессионной модели. Возьмем условное математическое ожидание от обеих частей (1.2):

Предполагается, что возмущение  не зависит от объясняющих переменных и поэтому

Тогда из предыдущего равенства следует важное условие к возмущению регрессионной модели
                                              (1.4)
Невыполнение этого условия может быть вызвано неполным учетом объясняющих переменных при определении структуры регрессионной модели.
Предположим, что в нашем примере продажи автомобиля в качестве объясняющих переменных были приняты:  – срок эксплуатации автомобиля (в годах);  - пробег автомобиля (в тыс. км) и получена функция регрессии вида:
                      (1.5)
Каково практическое применение полученного выражения?
Во-первых, выражение (1.5) позволяет выявить от каких факторов и в какой степени зависит рассматриваемая экономическая переменная – цена на автомобиль. Во-вторых, позволяет прогнозировать цену на продаваемый автомобиль, если известны его основные параметры (т.е. значения переменных ). Например, предположим, что , . Подставляя эти значения в (1.5), получаем

Теперь менеджеру не составляет большого труда определить ожидаемую цену вновь поступившего для продажи автомобиля, даже если его год выпуска и пробег не встречался ранее в данном автомобильном салоне или в автомобильном магазине.
Этапы, связанные с построением эконометрической модели, оцениванием параметров модели, проверкой ее работоспособности и составляет содержание эконометрического моделирования.


Типы данных и типы эконометрических моделей

Выборка наблюдений зависимой переменной Y и объясняющих Xj (j = 1,2,…,k) является отправной точкой любого эконометрического исследования. В курсе эконометрики рассматриваются следующие типы выборочных (часто называемых экспериментальных) данных.
Пространственная выборка (или пространственные данные). Предположим, что эконометрическая модель включает величины Y,  над которыми выполнены n наблюдений (как правило, над n-объектами). Результаты наблюдений могут быть представлены таблицей
                                 (1.6)
где  означает результат измерения j  ой переменной  в i - ом наблюдении (эксперименте).
Такой тип данных называется пространственной выборкой или данными поперечного среза (cross-section data). Данные не имеют временного параметра, и порядок их следования в таблице (1.6) не существенен.
Например, данные, полученные из рекламных изданий о цене (Y) и параметрах (X1, X2, …, Xk) n автомобилей.
Временная выборка (или временной ряд). Временным рядом (в зарубежной литературе – time-series data) называется выборка наблюдений, в которых важен порядок следования наблюдаемых значений. Чаще всего такая упорядоченность обусловлена тем, что экспериментальные данные представляют собой серию наблюдений одной и той же случайной величины в последовательные моменты времени.
Например, взяты n выпусков некоторого рекламного изделия, и они упорядочены по дате выпуска. Из каждого выпуска была взята цена подобного автомобиля. В этом случае мы имеем временной ряд, составленный из наблюдаемых значений y(t1), y(t2), …, y(tn), где ti – время выхода i-го выпуска рекламного издания при этом ti < ti+1.
Рассмотренные типы данных в определенной степени обуславливают типы следующих эконометрических моделей.
Регрессионные модели с одним уравнением. В таких моделях зависимая переменная Y представляется в виде функции

где X1, X2, …, Xk – независимые (объясняющие) переменные, 1, 2, …, m – коэффициенты (параметры) модели. В зависимости от вида функции f(X, ) модели делятся на линейные и нелинейные. Так уравнение регрессии (1.5) соответствовало эконометрической модели вида
                              (1.7)
которая линейна как по параметрам 0, 1, 2, так и по объясняющим переменным X1, X2. Такие эконометрические модели называют линейными моделями.
Кроме этих двух простых моделей используются модели временных рядов, в которых присутствуют несколько слагаемых (аддитивные модели) или несколько сомножителей (мультикативные модели).
Системы одновременных уравнений. Системы могут состоять из тождеств и регрессионных уравнений, каждое из которых, кроме «собственных» объясняющих переменных, может включать в себя объясняемые переменные из других уравнений системы.
Примером может служить модель спроса и предложения. Пусть QD(t) – спрос на товар в момент времени t; QS(t) – предложение товара в момент времени t; P(t) – цена на товар в момент времени t, Y(t) -– доход в момент t. Система имеет вид:
      (1.8)
              (1.9)
                  (1.10)
Цена на товар P(t) и спрос на товар Q(t) = QS(t) = QD(t) определяются из уравнения модели. Объясняющими переменными являются доход Y(t) и значение цены P(t – 1) в предыдущий момент времени t – 1.
Применимо к рассмотренным моделям можно ввести следующую классификацию переменных:
  экзогенные переменные – переменные, задаваемые из вне рассматриваемой системы и в определенном смысле управляемы;
  эндогенные переменные – переменные, значения которых формируются в процессе и внутри функционирования анализируемой системы;
  лаговые эндогенные переменные – переменные, входящие в уравнения анализируемой системы, но измерены в прошлые моменты, а, следовательно, являются уже известными заданными;
  предопределенные переменные – все экзогенные переменные модели и лаговые эндогенные переменные. 
Обобщая изложенное, можно сказать, что эконометрическая модель позволяет объяснить поведение эндогенных переменных в зависимости от значений экзогенных и лаговых эндогенных переменных.
1.3. Основные этапы эконометрического моделирования Весь процесс эконометрического моделирования можно разбить на шесть основных этапов. Этап 1 (постановочный) – определение конечных целей моделирования, набора участвующих в модели факторов и показателей. 
Этап 2 (априорный) – предмодельный анализ экономической сущности изучаемого явления, формирование и формализация априорной (известной до начала моделирования) информации и исходных допущений.
Заметим, что не всякая экономико-математическая модель исследуемого экономического объекта может считаться эконометрической. Модель становится эконометрической только в том случае, если будет отражать этот объект на основе характеризующих именно его эмпирических (статистических) данных. 
Этап 3 (параметризация) – выбор общего вида модели, состава и форм, входящих в нее связей между переменными. Основная задача, решаемая на этом этапе, - выбор вида функции f(X1, X2, …, Xm) в эконометрической модели (1.1), в частности, возможность использования линейной модели.
 Этап 4 (информационный) – сбор необходимой статистической информации, т. е. регистрация значений участвующих в модели факторов и переменных. 
Этап 5 (идентификация модели) – статистический анализ модели и, в первую очередь, статистическое оценивание неизвестных параметров модели. 
Этап 6 (верификация модели) – сопоставление реальных и модельных данных, проверка адекватности модели, оценка точности модельных данных. 
Содержание этапов 1,2,3 часто объединяют одним название спецификацией модели. Вопросы, связанные с этими этапами, в пособии рассматриваются кратко (в основном, это выбор объясняющих переменных эконометрической модели). Основное внимание в учебном пособии будет уделено этапам 5, 6.


1.2 Информационные технологии в эконометрике

Главной задачей эконометрики является количественная оценка имеющихся взаимосвязей между экономическими явлениями и процессами в целях построения эконометрических моделей и определение возможности их практического использования для анализа и прогнозирования. 
Специалисты с помощью наблюдений стремятся выявить скрытые зависимости и выразить их в виде формул, т. е. математически смоделировать явления или процессы. Такую возможность предоставляет регрессионный анализ – один из видов предсказательного моделирования, с помощью которого оцениваются коэффициенты искомого уравнения. 
Как известно, базовым методом регрессионного анализа является метод наименьших квадратов (МНК), основанный на минимизации суммы квадратов остатков регрессии. В случае многофакторных линейных экономических зависимостей применение МНК приводит к решению систем линейных алгебраических уравнений большой размерности, при этом существенная доля времени тратится на создание правильных инструментов анализа, способов визуализации обрабатываемой информации и документирование результатов, то есть на рутинную работу. В связи с этим возникает необходимость в широком применении компьютерных средств обработки информации. 
Эконометрические программы различаются своей функциональностью, способом представления данных и организацией диалога с пользователем. Табличный процессор MS Excel предоставляет средства для построения классических линейных регрессионных моделей, при этом возможны два подхода:  - способ «ручной» обработки, при котором используется исходный массив экспериментальных данных (данных наблюдений) в виде многомерной таблицы значений результативных и факторных признаков. На основе исходного массива проводится расчет коэффициентов уравнения регрессии и оценка качества полученного уравнения по определенным критериям. Данная процедура требует построения довольно обширной таблицы вспомогательных значений, больших временных затрат, напряжения и внимания экспериментатора. При этом часто приходится корректировать выполненные расчеты и устранять допущенные ошибки;   -     использование (для упрощения расчетов) различных встроенных функций и функций из надстройки «Пакет анализа». Таким образом, пакет прикладных программ Excel в основном позволяет проводить только линейный регрессионный анализ, при этом реализация сложных эконометрических процедур требует от пользователя безупречного знания всех вычислительных алгоритмов, значительного расчетного времени и трудоемкости вычислений. 
Реальные процессы в экономике сложны и характеризуются, как правило, нелинейными многофакторными зависимостями. Проведение многофакторного линейного и нелинейного (с предварительной линеаризацией аналитической зависимости) регрессионного анализа сводится, в конечном счете, к решению систем линейных алгебраических уравнений большой размерности, что, в принципе, не свойственно пакету MS Excel. 
В данном случае целесообразнее всего применять инструменты, изначально созданные для работы с матрицами. Таким инструментом является система MatLab. Система MatLab представляет собой хорошо апробированную и надежную систему компьютерной математики (СКМ), рассчитанную на решение самого широкого круга математических задач с представлением данных в универсальной (но не навязываемой пользователям) матричной форме, предложенную фирмой Math Works, Inc. 
Для решения задач регрессионного анализа данная система предоставляет множество математических функций для работы с векторами и матрицами, а непосредственно для решения задач корреляционно-регрессионный анализа – панель инструментов Statistics Toolbox. В состав панели Statistics Toolbox включены более 25 функций линейного регрессионного анализа и более 5-ти функций нелинейного регрессионного анализа. MatLab обладает также богатейшей коллекцией функций для обычной и специальной графики, которую можно использовать при проведении графического анализа. 
Что наиболее ценно, система MatLab постоянно развивается, в каждой её новой версии появляются все новые и новые модули и функции. К сожалению, в нашей стране MatLab недостаточно полно привлекается для решения эконометрических задач, отечественных разработок и специальной литературы по этому направлению недостаточно, в основном используются зарубежные источники. 
Основными функциями для проведения линейного регрессионного анализа в системе MatLab являются функции polyfit, polyval, regress и regstats. Функция polyfit возвращает полином в виде вектора его коэффициентов, при этом решается следующая задача: для набора данных требуется найти такой полином степени n, коэффициенты которого являются решением задачи минимизации. Чтобы такой полином был единственным, его степень должна быть меньше количества заданных точек. Функция polyval вычисляет прогноз с использованием полиномиальной регрессии, получаемой с помощью функции polyfit. Функция regress используется для нахождения множественной линейной регрессии. Функция regstats используется для диагностирования линейной множественной модели с использованием графического интерфейса, при этом функция отображает графическое окно с набором статистик, служащих для оценки качества множественной регрессионной модели. Для выбора статистик необходимо отметить соответствующие флажки. 
В одной из последних версий MatLab 2012b для проведения регрессионного анализа появились новые функции LinearModel, NonLinearModel и GeneralizedLinearModel. Функция LinearModel предназначена для расчета линейных моделей, NonLinearModel используется для нелинейной регрессии, а GeneralizedLinearModel используется для логистической регрессии и других видов обобщенных линейных моделей. 
Возможности использования системы MatLab в эконометрических исследованиях оценивались результатами проведения регрессионного анализа с помощью приложений MS Excel и MatLab при моделировании явно нелинейной функции одного аргумента вида: y(х)=1/x+0,01x2+ε, где ε – остаточная случайная величина, задаваемая в системе MatLab последовательностью псевдослучайных нормальных чисел с математическим ожиданием, равным нулю, и среднеквадратическим отклонением, равным единице, генерируемых с помощью уравнений.   Качество полученных уравнений регрессии оценивалось величиной коэффициента детерминации. 
Как показали результаты исследования, оценки коэффициентов уравнения, полученные средствами Excel (Регрессия) и MATLAB (polyfit), практически не отличаются друг от друга (коэффициент R2 соответственно равен 0,843 и 0,844). Это говорит, видимо, о том, что алгоритмы расчета регрессий в обоих приложениях одинаковы. Однако число операций, выполняемых в MatLab значительно меньше – всего лишь одно обращение к функции polyfit без предварительной линеаризации исходного уравнения и составления вспомогательной расчетной таблицы. 
Кроме того, в MatLab имеется возможность аппроксимации экспериментальных данных полиномом практически любой степени, вплоть до 10-й. Таким образом, в системе MatLab имеется возможность на стадии спецификации модели прямо на поле корреляций с помощью графических средств определить вид необходимой аналитической зависимости, связывающей включенные в модель переменные, путем подбора на панели Basic Fitting степени наиболее оптимального аппроксимирующего полинома и получения его уравнения.     
Результат такого графического анализа можно использовать в последующем расчете регрессии с помощью функции polyfit, вводя в неё выбранную степень полинома. На основе проведенных исследований можно прийти к выводу, что при обучении эконометрическим дисциплинам наряду с использованием известных пакетов эконометрических программ целесообразно также использовать систему MatLab, которая может значительно упростить процесс проведения регрессионного анализа и расширить кругозор обучаемых.
Обзор других эконометрических пакетов.
Последнее десятилетие характеризовалось чрезвычайно быстрым прогрессом и конкуренцией в области эконометрического программного обеспечения. Новые методы, описанные в эконометрической литературе, через несколько лет уже включаются в пакеты и становятся общедоступными методами анализа.
Прогресс в мощности персональных компьютеров привел к тому, что ограничения на объем оперативной памяти, жесткого диска, представляются сейчас несущественными. Большинство пакетов в настоящее время имеют Windows — версию (а многие имеют версии также для Unix и Macintosh).
Происхождение пакетов. Windows — версии. Графика.
Большинство пакетов — такие, как RATS, SAS, STATA, TSP, SPSS, SORITEC, SYSTAT, были написаны до эры персональных компьютеров и ориентировались на технологию работы с большими ЭВМ. Фактически они представляли собой набор процедур на языке FORTRAN. Многие из этих пакетов и до сих пор включают части, написанные на FORTRANe. При перенесении на персональные компьютеры к набору процедур добавлялась надстройка в виде командного языка (или достаточно примитивной системы меню, за которой стоит командный язык) для управления вызовом процедур. В силу этого они уступают пакетам, специально написанным для PC (например, GAUSS, Microfit, MicroTSP, EViews,), по таким параметрам, как быстродействие, дизайн, интерфейс с пользователем, эффективность использования PC.
Пакеты, предназначенные для PC, написаны, как правило, на языке С, который позволяет запрограммировать более гибкий и эффективный интерфейс с пользователем. Однако пакеты, изначально написанные на FORTRANe, такие, как TSP, STATA, SPSS, SYSTAT, SAS создавались и развивались в течение многих лет большими коллективами разработчиков и включают в себя огромное количество самых разнообразных методов. 
О некоторых из этих пакетах
SAS (Windows)
Самый объемный из существующих пакетов. Охватывает практически все области прикладной статистики и анализа данных. Имеет лучшие средства для работы с данными. В настоящее время является мощным средством для сбора, доставки, хранения и отображения информации. Однако за это приходится платить. PC-версия работает крайне медленно. Это один из наиболее распространенных пакетов, однако, большинство пользователей не являются эконометристами, а представляют другие области социальных и естественных наук. Документация не ориентирована на экономистов. По набору современных эконометрических методов уступает специализированным эконометрическим пакетам. SAS Institute издает журнал для пользователей SAS. Впрочем, аналогичные периодические журналы для своих пользователей издают также SPSS, GAUSS, STATA. Подробную информацию о SAS можно найти по адресу http://www.sas.com 
GAUSS 3.7
Фактически является языком программирования с очень развитыми возможностями работы с матрицами. Непосредственно в языке отсутствуют эконометрические методы, но они доступны в виде обширных библиотек программ, написанных на GAUSS (см., например, http://www.aptech.com/links.html ). Многие эконометристы предпочитают составлять программы для нестандартных методов на языке GAUSS. Отрицательной чертой является неразвитая диагностика ошибок. Подробную информацию о GAUSS можно найти по адресу http://www.aptech.сom/ 
STATA
Пакет в значительной степени ориентирован на экономистов. Обладает широкими возможностями работы с данными, удобен для работы с панельными данными. Легко осваивается. Подробную информацию о STATA можно найти по адресу http://www.stata.com .
TSP 4.5
Пакет предоставляет широкие возможности для анализа временных рядов. Хороший раздел систем одновременных уравнений. Содержит полный раздел нелинейных моделей, обобщенный метод моментов GMM. Производит аналитическое дифференцирование. Хорошо документирован. Подробную информацию о TSP можно найти по адресу http://www.tsp.com .
SPSS 10.0
Отличается удобной структурой Windows-интерфейса. Содержит большой набор разнообразных статистических методов. Имеет дилеров в Москве (http://www.spss.ru ). Проводятся курсы для пользователей в Москве. Подробную информацию о TSP можно найти по адресу http://www.spss.com .
Microfit386 v.4.0
Авторы — Hashem Pesaran, Bahram Pesaran (специалист по программированию и профессор статистики). Программа содержит ряд современных эконометрических методов. Некоторые из них являются особенностью программы. Легко осваивается.


РАЗДЕЛ 2. ЛИНЕЙНЫЙ РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ

2.1 Линейная регрессия
Прежде чем начать непосредственное изучение регрессионного анализа, вспомним основные положения теории вероятности и математической статистики, которые вы изучали на кафедре математики.

Случайная величина
Случайной величиной называется переменная величина, которая в результате опыта может принимать то или иное числовое значение. Случайные величины бывают двух типов: непрерывные и дискретные. 
Дискретная случайная величина (например, X – прибыль некоторого конкретного предприятия) представляет собой конечную или бесконечную последовательность чисел: . Здесь  значения прибыли, полученные в результате наблюдений.
Наблюдения, проводимые над объектами, могут охватывать всех членов изучаемой совокупности без исключения и могут ограничиваться обследованиями лишь некоторой части членов данной совокупности. Первое наблюдение называется сплошным или полным, второе частичным или выборочным. 
Естественно, что наиболее полную информацию дает сплошное наблюдение, однако к нему прибегают далеко не всегда (в силу причин экономического, политического, этического характера). В подавляющем большинстве случаев прибегают к выборочному исследованию. 
Совокупность, из которой некоторым образом отбирается часть ее членов для совместного изучения, называется генеральной совокупностью, а отобранная тем или иным способом часть генеральной совокупности - выборочная совокупность или выборка.
Объем генеральной совокупности  теоретически ничем неограничен  ,  на практике же он всегда ограничен. 
Объем выборки    может быть большим или малым, но он не может быть меньше двух.
Отбор в выборку можно проводить случайным способом (по способу жеребьевки или лотереи). Либо по определенному плану, в зависимости от задачи и организации обследования. Для того чтобы выборка была представительной, необходимо обращать внимание на размах варьирования признака и согласовывать с ним объем выборки.  
 Приводить все значения дискретной случайной величины крайне неудобно (обычно их слишком много), поэтому используют числовые характеристики случайных величин. 
Основными из них являются математическое ожидание и дисперсия.
Математическим ожиданием М дискретной случайной величины Х называется сумма парных произведений всех возможных значений случайной величины на соответствующие им вероятности, т.е. 

Очень часто математическое ожидание заменяют среднеарифметическим, поскольку вероятности появления того или иного значения случайной величины обычно неизвестны.
Генеральной средней   называется среднее арифметическое значений   генеральной совокупности объема  :

Аналогично, выборочной средней    называется среднее арифметическое выборки   объема  :

Выборочную среднюю  принимают в качестве оценки генеральной средней  , т.е. считают что генеральная средняя равна выборочной средней с той или иной степенью точности. И эта точность впоследствии должна быть также оценена. 
Во многих случаях (практически во всех) существенным является вопрос о том, насколько велики отклонения случайной величины от ее среднего значения. Для этого вводится новая числовая характеристика – дисперсия случайной величины.
Генеральной дисперсией   называется математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от ее математического ожидания: 

Выборочной дисперсией    называется среднее арифметическое квадратов отклонения значений выборки    от их среднего значения :

Под знаком суммы стоит квадрат отклонения случайной величины от ее среднего значения, чтобы при суммировании не возникало отрицательных величин, в результате чего отклонение может стать равным нулю.
Таким образом, дисперсия характеризует степень разброса значений   () вокруг своего среднего  (), или вариабельность (изменчивость) этих переменных на множестве наблюдений. 
Но, как видно, размерность дисперсии равна квадрату размерности изучаемой величины. Но более естественно измерять степень разброса значений переменных в тех же единицах, в которых измеряется и сама переменная. Поэтому в рассмотрение вводят еще один показатель, который называется среднеквадратичным отклонением и обозначается как .
Выборочное среднее квадратическое отклонение   определяется как  , соответственно генеральное среднеквадратическое отклонение  определяется как:  .
Для лучшего совпадения с результатами экспериментов, вводят понятие эмпирического (или исправленного) среднеквадратичного отклонения:

Таким образом, среднеквадратичное отклонение  случайной величины будет определяться как:
     
Пример 1.
Бросают 2 игральные кости (красная и зеленая). 
Необходимо:
1. Составить распределение вероятностей случайной величины X – разность выпавших очков (эта разность всегда положительная, либо равна нулю). В данном случае эту вероятность довольно легко посчитать.  
2. Найти математическое ожидание и дисперсию. 
3. Построить закон распределения вероятности появления того или иного значения случайной величины   ( – вероятность появления случайной величины ).
Отметим, что в данном случае мы имеем дело с классической генеральной совокупностью.
Результаты эксперимента имеют следующий вид:
[image: ]
Имеем всего 36 исходов (6х6=36) . 
Следовательно, значения случайной величины X и вероятность ее появления  можно записать в виде следующей таблицы:

[image: ]Мы видим, что разность, равная нулю появилась 6 раз, разность, равна 1 появилась 10 раз, разность, равная 2 появилась 8 раз и т.д. Вероятность будет рассчитываться как отношение числа благоприятных случаев (число появления того или иного значения случайной величины к общему числу ее появления, равному, в данном случае, 36).
Следовательно, математическое ожидание будет равно:

Дисперсия будет равна



Результаты расчетов в Excel имеют вид:
[image: ]
Даже на этом простом примере видно, что расчеты достаточно объемны, поэтому крайне необходимо владение средствами автоматизации вычислений. 

Кроме того, необходимо иметь в виду, что все оценки случайной величины (математическое ожидание, среднеквадратичное отклонение) сами являются случайными величинами, поэтому возникает вопрос об их достоверности. Для этого используют понятие доверительного интервала.



Доверительный интервал. Доверительная вероятность.

Различные параметры, получаемые в результате вычислений, представляют собой точечные оценки соответствующих параметров генеральной совокупности. 
Если из одной генеральной совокупности извлечь некоторое количество выборок и для каждой из них найти интересующие нас параметры, например, среднеарифметическое, то вычисленные значения будут представлять собой случайные величины, которые будут распределены по нормальному закону и которые будут иметь некоторый разброс вокруг оцениваемого параметра. В этом случае вопрос с оценкой не возникает, так параметры нормального закона распределения хорошо известны.
Остановимся несколько подробнее на нормальном законе, поскольку он нам будет встречаться и в дальнейшем.
Случайные величины распределены, некоторым образом, вокруг своего математического ожидания. Иногда это распределение удается выразить с помощью математических формул, но не всегда. Среди всех известных законов распределения наибольшую известность имеет как раз нормальный закон распределения случайной величины вокруг своего математического ожидания, или закон распределения Гаусса. Его математическая формулировка имеет вид

здесь   – математическое ожидание случайной величины,  – ее среднеквадратичное отклонение,  – вероятность.
Графическое отображение этого закона:
[image: ]
Отсюда видно, что с вероятностью 99,7% случайная величина попадет в интервал , с вероятностью 95,4% случайная величина попадет в интервал , и с вероятностью 68,3% в интервал . 
Но, как правило, в результате эксперимента в распоряжении исследователя имеется одна выборка. То есть параметр генеральной совокупности (ее среднее) нужно будет оценивать по одной цифре – среднеарифметическому одной единственной выборки. Ясно, что вероятность того, что выборочное среднее будет равно среднему генеральной совокупности равна нулю. 
Поэтому используют метод интервальной оценки, т.е. получение некоторого интервала, внутри которого, как можно предположить, с той или иной степенью вероятности, лежит истинное значение параметра генеральной совокупности. 
Эта вероятность, достаточная для уверенных суждений о параметрах генеральной совокупности на основании статистик (обычно это  95 – 99%), называется доверительной.
Для примера рассмотрим   (среднее значение выборки) как оценку параметра  (среднее значение генеральной совокупности).
Возвращаясь к графику, мы можем сказать, что что с вероятностью 99,7% средне выборочное   значение попадет в интервал . Или, наоборот, можно сказать, что с вероятностью 99,7% математическое ожидание генеральной совокупности будет заключено в интервале . Также и для остальных интервалов. 
Доказано, что если выборки извлекаются случайным образом из генеральной совокупности с параметрами:   то распределение выборочных средних      будет приближаться к нормальному закону распределения и иметь среднее, равное ,  дисперсию  , среднее квадратическое отклонение  ,  где    -  объем выборки. 
Но для этого нам необходимо знать истинное значение параметра генеральной совокупности  , которое нам неизвестно. 
Поэтому на практике вместо параметра    используют  выборочное среднее квадратическое отклонение .  То есть доверительный интервал математического ожидания генеральной совокупности  определяется выражением:

Но при этом параметр   это уже параметр распределения Стьюдента, который находится по соответствующим таблицам при данных      и  уровню  задаваемой надежность, или доверительному интервалу. 
Пример 2. 
Найти доверительный интервал для оценки математического ожидания  нормальной случайной величины с надежностью , зная выборочную среднюю  , объем выборки   , среднее квадратическое отклонение  .
По таблице значений коэффициента Стьюдента находим  . Отсюда


	n
	Уровни надежности

	
	95 %
	99 %
	99,9 %

	7
	2,37
	3,50
	5,51

	8
	2,31
	3,36
	5,04

	9
	2,26
	3,25
	4,78

	10
	2,23
	3,17
	4,59









Таким образом происходит оценка одной какой-то случайной величины вне ее возможных связей с другими случайными величинами. При этом обычно определяют всего две ее характеристики – математическое ожидание, и доверительный интервал. 
Таким образом, мы рассмотрели одну, изолированную случайную величину и методы оценки генеральной совокупности по данным выборки.
В действительности же всегда имеется достаточно большое число случайных величин, например, спрос на какой-либо продукт и сезонность, погодные условия, число производителей, объем поставок и множество еще других переменных, от которых зависит спрос. И наша задача состоит в том, чтобы определить как все эти факторы влияют на спрос, определить математический вид всех этих связей. 
Это очень сложная задача, поэтому ее делят на несколько этапов.
На первом этапе исследуют зависимости только между двумя какими-либо случайными величинами, а затем, разобравшись в парных связях, переходят к многофакторному анализу.
При исследовании парных связей вначале исследуют вопрос о наличии вообще связи между этими случайными величинами, оценивают тесноту этой связи. Этим занимается так называемый парный корреляционный анализ. 


Корреляционный анализ
Как уже отмечалось, рассматривая зависимости между признаками, необходимо выделить, прежде всего, две категории зависимости: 1) функциональные и 2) корреляционные.
Функциональные связи характеризуются полным соответствием между изменением факторного признака и изменением результативной величины, и каждому значению признака-фактора соответствуют вполне определенные значения результативного признака. Функциональная зависимость может связывать результативный признак с одним или несколькими факторными признаками. Так, величина начисленной заработной платы при повременной оплате труда зависит от количества отработанных часов.
В корреляционных связях между изменением факторного и результативного признака нет полного соответствия, воздействие отдельных факторов проявляется лишь в среднем при массовом наблюдении фактических данных. Одновременное воздействие на изучаемый признак большого количества самых разнообразных факторов приводит к тому, что одному и тому же значению признака-фактора соответствует целое распределение значений результативного признака, поскольку в каждом конкретном случае прочие факторные признаки могут изменять силу и направленность своего воздействия.
Основная задача корреляционного анализа заключается в выявлении взаимосвязи между случайными переменными путем точечной и интервальной оценки парных (частных) коэффициентов корреляции, вычисления и проверки значимости множественных коэффициентов корреляции и детерминации. Кроме того, с помощью корреляционного анализа решаются следующие задачи: отбор факторов, оказывающих наиболее существенное влияние на результативный признак, на основании измерения степени связи между ними; обнаружение ранее неизвестных причинных связей. Корреляция непосредственно не выявляет причинных связей между параметрами, но устанавливает численное значение этих связей и достоверность суждений об их наличии.
Существует много параметров, характеризующих связь между двумя статистическими переменными. Один из этих параметров – ковариация.
Ковариация (коэффициент ковариации) — это статистическая мера взаимодействия двух переменных.
Например, при изучении связи между двумя ценными бумагами получили, что ковариация этой связи положительна. Это означает, что доходности этих ценных бумаг имеют тенденцию изменяться в одну и ту же сторону – одна ценная бумага растет с ростом другой ценной бумаги.
Коэффициент ковариации между двумя переменными X и Y (переменными статистическими, принимающими случайные значения -     и    – общее число значений случайной величины)  рассчитывается следующим образом:
                               (2.1.1)
Здесь  X – общее обозначение случайной величины, а  ее конкретные значения при каждом измерении и аналогично, Y – общее обозначение случайной величины, а  ее конкретные значения при каждом измерении; соответственно,   пары фактических значений случайных переменных X и Y;    – среднее значение случайной величины X;     – среднее значение случайной величины Y, которые рассчитываются по формулам (2.1).
Но опять, как видно из формулы (1), ковариация (коэффициент ковариации) зависит от выбора единиц, в которых измеряются переменные величины X и Y. Это очень неудобно, если приходится сравнивать ковариации для нескольких пар случайных величин (они могут иметь разные размерности и поэтому их просто нельзя сравнивать).
Поэтому для измерения силы, тесноты связи между двумя статистическими переменными используется другая статистическая характеристика, называемая коэффициентом корреляции .

Вычисление коэффициента корреляции.
Вначале рассмотрим коэффициент парной корреляции, т.е. коэффициент связи между двумя переменными X и Y - .
Для двух переменных X и Y коэффициент парной корреляции   можно определить следующими формулами (в зависимости от того, по какой формуле проще считать в данном конкретном случае):
                                       (2.1.2)
Слагаемые в числителе формулы (2.2) выражают взаимодействие двух переменных и определяют знак (положительной или отрицательной) корреляции. Если, например, между переменными существует сильная положительная взаимосвязь (увеличение одной переменной при увеличении второй), каждое слагаемое будет положительным числом.
Аналогично, если между переменными существует сильная отрицательная взаимосвязь, все слагаемые в числителе будут отрицательными числами, что в результате дает отрицательное значение корреляции.
Числитель выражения для коэффициента корреляции, называется, как мы говорили выше, ковариацией переменных Х и Y.
Несмотря на то, что он иногда используется как самостоятельная характеристика (например, в теории финансов для описания совместного изменения курсов акций на двух биржах), удобнее пользоваться коэффициентом корреляции. Корреляция и ковариация представляют, по сути, одну и ту же информацию, однако корреляция представляет эту информацию в более удобной форме.
Знаменатель выражения для коэффициента корреляции просто нормирует числитель таким образом, что коэффициент корреляции оказывается легко интерпретируемым числом, не имеющим размерности, в диапазоне от -1 до 1.
Коэффициент корреляции удобный показатель связи, получивший широкое применение в практике. Это отвлеченное число, лежащее в пределах от -1   до  +1. При независимом варьировании признаков, когда связь между ними отсутствует,   .  При     существует положительная связь между признаками (с ростом      растет и   ).  При     - отрицательная связь  -  с ростом признака     признак    уменьшается. Чем больше     по модулю, тем теснее связь между признаками.  При    между признаками существует функциональная связь.
Лишь один недостаток имеется у этого ценного показателя - он способен характеризовать лишь линейный связи. При наличии нелинейной связи между коррелирующими признаками следует использовать другие показатели.
[image: ]Пример 3.
В результате статистических исследований получены значения X и Y:
X  - уровень производства, Y – затраты на производство.
Определить степень связи между признаками (ковариацию и корреляцию).
Вычисления будем вести в Excel, поскольку вручную это очень долго, даже для 7 переменных.
Приведенную таблицу вносим в Excel прямо в таком виде в колонки А, В, С. 
Но перед этим надо сначала во вкладке ПАРАМЕТРЫ – НАДСТРОЙКИ -НАДСТРОЙКИ EXCEL-ПЕРЕЙТИ  подключить ПАКЕТ АНАЛИЗА. Далее, после ввода данных, желательно построить график (Х-У). Для этого выделяем столбцы данных, затем вставка, затем вид желаемого графика. 
[image: ]
Из графика видно, что между признаками, по-видимому, существует линейная связь, поэтому оправдано нахождение коэффициента корреляции между ними. 
Далее заполняем графы, при этом получим то, что показано на рисунке. То есть мы нашли:
            
                          
Отсюда 
[image: ] 
Следует отметить, что величина коэффициента корреляции не является доказательством наличия причинно-следственной связи между исследуемыми признаками, а является оценкой степени взаимной согласованности в изменениях признаков. Установлению причинно-следственной зависимости предшествует анализ качественной природы явлений. 
Но есть и еще одно обстоятельство, объясняющее формулировку выводов о возможном наличии связи по величине коэффициента корреляции. Связано это с тем, что оценка степени тесноты связи с помощью коэффициента корреляции производится, как правило, на основе более или менее ограниченной информации об изучаемом явлении, т.е. по выборке, которую мы сами выбираем. Возникает вопрос, насколько правомерно наше заключение по выборочным данным в отношении действительного наличия корреляционной связи той генеральной совокупности, из которой была произведена выборка?
Принципиально возможны случаи, когда отклонение от нуля полученной величины выборочного коэффициента корреляции оказывается целиком, обусловленным неизбежными случайными колебаниями тех выборочных данных, на основании которых он вычислен.
Особенно осторожно следует подходить к истолкованию полученных коэффициентов корреляции при незначительных объемах выборочной совокупности.
В этой связи возникает необходимость оценки существенности линейного коэффициента корреляции, дающая возможность распространить выводы по результатам выборки на генеральную совокупность. В зависимости от объема выборочной совокупности предлагаются различные методы оценки существенности линейного коэффициента корреляции.

Оценка коэффициента корреляции
Выборочный коэффициент корреляции служит оценкой генерального параметра, и, как случайная величина, сопровождается ошибками. Поэтому здесь проверяется гипотеза о значимости выборочного коэффициента корреляции.
При этом рассматриваются две гипотезы. Нулевая гипотеза: коэффициент корреляции генеральной совокупности равен нулю (даже если выборочный коэффициент корреляции не равен нулю). Соответственно, конкурирующая гипотеза – коэффициент генеральной совокупности не равен нулю. 
Оценка значимости коэффициента корреляции при малых объемах выборки выполняется с использованием   - критерия Стьюдента. При этом фактическое (наблюдаемое) значение этого критерия Стьюдента определяется по формуле:
                                (2.1.3)
Вычисленное по этой формуле значение tнабл сравнивается с критическим значением t-критерия, которое берется из таблицы значений критерия Стьюдента с учетом заданного уровня значимости (т.е. степенью вероятности, с которой мы хотим получить оценку) и числа степеней свободы ().
Если tнабл > tкр, то полученное значение коэффициента корреляции признается значимым (то есть нулевая гипотеза, утверждающая равенство нулю генерального коэффициента корреляции, отвергается). И таким образом делается вывод о том, что между исследуемыми переменными есть тесная статистическая взаимосвязь.
В нашем случае 

По таблице находим, что при  и уровню значимости 95%, критический параметр Стьюдента равен 2,37, т.е. , нулевая гипотеза отвергается, между исследуемыми признаками с вероятностью 95% есть тесная связь.
Также удобным графическим средством анализа парных данных является диаграмма рассеяния, которая представляет каждое наблюдение в пространстве двух измерений, соответствующих двум факторам.
Диаграмму рассеяния, на которой изображается совокупность значений двух признаков, называют еще корреляционным полем. Каждая точка этой диаграммы имеет координаты    и  . По мере того, как возрастает сила линейной связи, точки на графике будут лежать более близко к прямой линии, а величина коэффициента корреляции r будет ближе к 1.

[image: ] Наконец теперь можно перейти непосредственно к регрессионному анализу. 

Методы анализа парной линейной регрессии.
В то время как задача корреляционного анализа - установить, являются ли данные случайные величины взаимосвязанными, цель регрессионного анализа - описать эту связь аналитической зависимостью, т.е. с помощью уравнения.
Начнем с простых примеров.
Рассмотрим исторические реальные данные, где очень легкая причинно-следственная связь. Это данные 1920-х годов. Были измерены скорости автомобилей и длина тормозного пути. 
Кусочек этого массива данных представлен в таблице. 
	l (м)
	v(км/час)

	0.6
	6.68

	3.0
	6.68

	1.2
	11.69


Поскольку это данные 1920-х годов, вы тут в этом наборе данных не увидите скоростей типа 60 км/час и так далее. Вот, например, машина ехала со скоростью 12 км/час и тормозила метр с небольшим. 
Когда вы работаете с реальными данными, обязательно изображайте данные. Никакой эконометрический анализ не заменит простого графического анализа. Вы можете выявить простым графическим анализом то, что 

выявить, путаясь вслепую без графиков, эконометрически очень сложно. 
Если мы изобразим наши данные, по горизонтали отложим скорость машины, по вертикали отложим длину тормозного пути, мы увидим ожидаемую взаимосвязь: чем больше скорость, тем больше длина тормозного пути в среднем. 
Соответственно, в данном случае мы предположим, что модель имеет простую линейную форму:

потому что именно такая зависимость видна у нас на графике, зависимость похожа визуально на линейную. 
Что здесь есть что? 
1. У нас есть наблюдаемые переменные, y — это длина тормозного пути и x — это скорость, с которой ехала машина. 
2. Есть неизвестные коэффициенты β₁ и β₂. То есть, β₂ показывает — насколько увеличивается тормозной путь, если машина разгонится на один лишний километр в час. 
3. И есть некая случайная составляющая ε, это может быть все что угодно, ну водитель по-другому нажимал на тормоз, ну что-то там на дороге было другое, то есть это та часть, по которой у нас нет возможности предсказать, но, соответственно, тем не менее, вот эта случайная ошибка ε, она входит в y. 
В соответствии с имеющимися данными и поставленными вопросами, есть некий план действий. 
1. Первый шаг — это придумать адекватную модель. Здесь, судя по картинке, линейная модель вполне подходит к данному набору данных. Запишем эту линейную модель:

Символ "шляпочка" у переменной означает, что это прогноз данной переменной, прогнозируемое нами ее значение.
Поскольку ε непредсказуемая случайная величина, мы прогнозировать ее не сможем и поэтому в модель не включаем.
2. Дальше нам нужен метод, который бы по исходному набору точек (выборке данных) позволял бы получить   , ,  т.е. оценки этих самых неизвестных коэффициентов β₁ и β₂. 
3. Ну, а затем, если мы хотим прогнозировать или интерпретировать данные, то мы можем, использовать вместо неизвестных β₁ и β₂ оцененные коэффициенты   и  . То есть сами коэффициенты β₁ и β₂ мы никогда не узнаем, но оценить их мы должны. 
Оценить   и   можно разными способами, разными методами. Самый простой, самый популярный метод — это метод наименьших квадратов - МНК. 
В чем состоит суть метода наименьших квадратов? 
Если мы придумали, спрогнозировали какие-то оценки , , то, естественно, у нас возникает такое понятие, как ошибка прогноза. Обозначим ее как . То есть  — это, соответственно, разница между , фактическим наблюдением, и прогнозом : 

И, естественно, возникает суммарная ошибка прогноза. Чтобы ошибки не компенсировали друг друга, одна в плюс, другая в минус, мы возведем их в квадрат. 

И посчитаем сумму квадратов ошибок прогноза:

Метод наименьших квадратов говорит нам: возьмите в качестве оценок такие коэффициенты    и , при которых сумма квадратов ошибок прогноза будет минимальна. То есть мы минимизируем по    и  сумму квадратов ошибок прогнозов. 
В нашем примере с машинами, если взять фактические данные, подставить их в формулу суммы квадратов ошибок прогнозов, то эта сумма квадратов ошибок будет зависеть только от  , , 

Теперь, если решить задачу минимизации, то есть найти минимум функций двух переменных   , , то получим искомое решение. 
Если это сделать в какой-либо программе, то получим   , а . 
Таким образом, мы получили формулу для прогнозирования, а именно длина тормозного пути — это -5,3 + 0,7 * (на скорость машины). 

И теперь мы можем интерпретировать: с увеличением скорости машины на 1 км/час, длина тормозного пути возрастет на 0,7 метра. 
Отметим, что суммарную ошибку прогноза обычно обозначают как RSS – сумма квадратов остатков: 

Следовательно, метод наименьших квадратов (МНК) будет означать минимизацию  – суммы квадратов остатков.
Чтобы лучше усвоить метод наименьших квадратов, решим еще пару простых примеров.
На небольшом наборе данных получим оценки методом наименьших квадратов для 2-х простых моделей. 
Простой набор данных: есть 3 человека: Вася, Коля и Петя и есть данные по их весу в килограммах и росту в сантиметрах. 
	
	Вес (кг)
	Рост (см)

	Вася
	60
	170

	Коля
	70
	170

	Петя
	80
	181



Корреляционное поле будет иметь вид
Визуально трудно предположить какую-либо зависимость по эти трем точкам. Поэтому рассмотрим две модели. 
Модель 1, которую мы оценим методом наименьших квадратов, это

То есть оцениваемый параметр не зависит от регрессоров.
 И модель 2, которую мы также оценим МНК: 

Здесь мы предполагаем, что имеется линейная зависимость между признаками.
Нам нужно получить  с помощью метода наименьших квадратов для модели 1, и    ,  для модели 2. Итак.
Первая модель предполагает, что вес не зависит от роста, то есть вес каждого человека – это просто какая-то мировая константа среднего веса плюс случайная составляющая, своя для каждого человека. 
Вторая модель предполагает, что вес зависит от роста линейно плюс случайная составляющая. 
Мы уже говорили, что метод наименьших квадратов минимизирует величину RSS, то есть мы минимизируем сумму , подбирая коэффициенты  . 
Для модели 1: 

Здесь мы вместо настоящего коэффициента   пишем его оценку , а случайная ошибка, она непрогнозируемая, поэтому пишем вместо нее 0. 
Соответственно

Для минимизации находим первую производную и приравниваем ее к нулю:

Отсюда вытекает, что 

Соответственно, в модели 1 мы получили общую формулу, как выглядит  . В этом случае мы получаем такой естественный, интуитивно понятный результат, что если у нас есть 3 числа, (или несколько чисел) 60, 70, 80 и так далее, и я предполагаю, что каждое из этих чисел, – это некая единая мировая константа плюс случайная ошибка, то метод наименьших квадратов говорит: «возьмите в качестве оценки этой неизвестной общей константы просто среднее арифметическое». 
Перейдем к оценке второй, более сложной модели методом наименьших квадратов. 
Для начала нам понадобится некоторое просто вспомогательное наблюдение, чтобы легче было затем делать выкладки. 

Следовательно

Теперь перейдем к оценке второй модели. 
Запишем еще раз наш RSS 

Для второй модели: 

Подставляем    в  RSS

И будем минимизировать   по    и  , т.е. искать производные от   по    и   и приравнивать их к нулю

Отметим, что выражение в круглых скобках представляет собой (согласно предыдущему) ошибку прогноза  

Следовательно, систему можно также записать в виде

Перейдем теперь к решению. 

Раскроем суммы

Первое уравнение запишем в виде

Подставим во второе уравнение

Раскроем скобки

Перегруппируем

Таким образом получаем

Здесь суммирование происходит по всем наблюдениям, сколько бы их не было.
Вполне приемлемая формула, но можно получить и другие

В частности, к числителю и знаменателю формально добавим слагаемы, которые, как было показано выше, равны нулю:   и  

Эта форма записи хороша тем, что везде фигурирует отклонение наблюдений от среднего значения. Что такое   ? Это отклонение роста i-человека от среднего роста по выборке. Что такое   ? Это отклонение веса i-человека от среднего веса по выборке, и, соответственно, в отклонениях, 
Для нашего случая 


Пожалуйста, проверьте дома. Регрессия:  


Корреляционное поле с линией регрессии имеет вид:
Таким образом, применив метод наименьших квадратов к двум простым моделям, мы получили следующие результаты: в модели, где нет фактически объясняющих переменных, 



в такой модели мы получили оценку метода наименьших  .
В линейной модели, где

мы получили более сложные формулы: 

Формулу для  немножко громоздкая, ее трудно напрямую проинтерпретировать. Но второе уравнение означает, что линия регрессии проходит через точку (, ). 
Еще раз подведем итог всей используемой терминологии: 
  — зависимая или объясняемая переменная (синонимы); 
 — регрессор или объясняющая переменная;
 — просто ошибка или ошибка модели, или случайная составляющая, или случайная ошибка, то есть та величина, которая для нас непредсказуема, мы ее не моделируем; 
  — прогноз или прогнозное значение; 
 — остаток, ошибка прогноза; 
и RSS (residual sum of squares) — сумма квадратов остатков, сумма квадратов ошибок прогнозов, . 
Нарисуем на графике, и покажем наши стандартные обозначения. 

Облако рассеяния
Геометрический центр 



(х1,у1)
х1
у1




Соответственно, метод наименьших квадратов подбирает прямую так, чтобы сумма квадратов ошибок была минимальна. 
Регрессионный анализ занимает ведущее место в статистических методах эконометрики. Но до регрессионного анализа следует проводить корреляционный анализ, в процессе которого оценивается степень тесноты статистической связи между исследуемыми переменными. От степени тесноты связи зависит прогностическая сила регрессионной модели.
Регрессионный анализ предназначен для исследования зависимости исследуемой переменной от различных факторов и отображения их взаимосвязи в форме регрессионной модели.
Термин регрессия (латинское regressio — движение назад) введен английским статистиком Ф. Гальтоном, который, изучая зависимость между ростом родителей и их детей, обнаружил явление «регрессии к среднему» — у детей, родившихся у очень высоких родителей, рост имел тенденцию быть ближе к средней его величине.
В регрессионных моделях зависимая (объясняемая) переменная Y может быть представлена в виде функции  , где   – независимые, (объясняющие) переменные, или факторы.
Связь между переменной Y и k независимыми факторами Х можно охарактеризовать функцией регрессии ,  которая показывает, каково будет в среднем значение переменной , если переменные   примут конкретные значения.
Данное обстоятельство позволяет использовать модель регрессии не только для анализа, но и для прогнозирования экономических явлений.
Сформулируем регрессионную задачу для случая одного факторного признака. 
Пусть имеется набор значений двух переменных:  - объясняемая переменная и  - объясняющая переменная, каждая из которых содержит n наблюдений.
Пусть между переменными  и  теоретически существует некоторая линейная зависимость 
                          (2.1.4)
Данное уравнение будем называть «истинным» уравнением регрессии.
Однако в действительности между X и Y наблюдается не столь жесткая связь.
Отдельные наблюдения  будут отклоняться от линейной зависимости в силу воздействия различных причин. Обычно зависимая переменная находится под влиянием целого ряда факторов, в том числе и не известных исследователю, а также случайных причин (возмущения и помехи); существенным источником отклонений в ряде случаев являются ошибки измерения. Отклонения от предполагаемой формы связи, естественно, могут возникнуть и в силу неправильного выбора вида самого уравнения, описывающего эту зависимость. Учитывая возможные отклонения, линейное уравнение связи двух переменных (парную регрессию) представим в виде 
                                         (2.1.5)
Здесь  – постоянная величина (или свободный член уравнения регрессии),  – коэффициент регрессии, определяющий наклон линии (так как у моделируется линейной регрессией), вдоль которой рассеяны данные наблюдений. Этот показатель, характеризует изменение переменной , при изменении значения  на единицу. Если   –  переменные   и   положительно коррелированные (при увеличении   и    также увеличивается), если   – отрицательно коррелированы (при увеличении ,    наоборот уменьшается);  –  случайная переменная, или случайная составляющая, или остаток, или возмущение. Она отражает тот факт, что изменение  будет неточно описываться изменением Х, так как присутствуют другие факторы, неучтенные в данной модели.
Можно сказать, что общим моментом для любой эконометрической модели является разбиение зависимой переменной на две части — объясненную (систематическую) и случайную. 
                                                 (2.1.5а)
Здесь  – модельное (прогнозируемое) значение объясняемой переменной. В свою очередь прогнозируемое значение  можно представить в виде:
                                            (2.1.5б)
Здесь   и   – прогнозируемые значения (оценки) параметров   и  . Из (2.5а) вытекает, случайные отклонения могут быть записаны в виде:

Используя (2.5б) запишем
                                     (2.1.5в)
Но также как и ранее, используют не само отклонение (не саму ошибку), а ее квадрат. Суммарный квадрат отклонения (случайной ошибки) обычно обозначают функций . В этой функции величины   и   известны (это экспериментальные наблюдения), а оценки параметров регрессии    и    неизвестны. Поэтому функцию  записывают в виде  . 
                           (2.1.6)
Оценки параметров регрессии   и    нам предстоит найти. Но не просто оценки, а такие, при которых функция  была бы минимальной. Для этого используют обычный метод матанализа: функция минимальна там, где ее первая производная равна нулю. 
Однако здесь необходимо помнить, что это необходимое, но не достаточное условие. Для достаточности необходимо исследовать производные высших порядков.
Но также необходимо знать, что мы произвели вычисления, не вдаваясь в подробности доказательства такого действия. Перейдем теперь к доказательствам.

Основные предпосылки использования метода наименьших квадратов
Свойства коэффициентов регрессии ( и ) существенным образом зависят от свойств случайной составляющей . Для того чтобы регрессионный анализ, основанный на обычном методе наименьших квадратов (квадрат отклонения случайной величины от своего среднего значения принимает наименьшее значение), давал наилучшие из всех возможных результаты, должны выполняться следующие условия, известные как условия Гаусса – Маркова.
Первое условие. Математическое ожидание случайной составляющей  в любом наблюдении должно быть равно нулю. Иногда эта случайная составляющая будет положительной, иногда отрицательной, но она не должна иметь систематического смещения ни в одном из двух возможных направлений:                                                  
Фактически если уравнение регрессии включает постоянный член, то обычно это условие выполняется автоматически.
Второе условие состоит в том, что ковариация между независимой переменной    и случайным членом   должна равняться нулю.
Обычно это условие также выполняется.
Третье условие предполагает отсутствие систематической связи между значениями случайной составляющей в любых двух наблюдениях. Например, если случайная составляющая велика и положительна в одном наблюдении, это не должно обусловливать систематическую тенденцию к тому, что она будет большой и положительной в следующем наблюдении. Случайные составляющие должны быть независимы друг от друга. 
В силу того, что  , данное условие можно записать следующим образом:

Возмущения  и   не коррелированы (условие независимости случайных составляющих в различных наблюдениях).
Четвертое условие означает, что дисперсия случайной составляющей  должна быть постоянна для всех наблюдений. Иногда случайная составляющая будет больше, иногда меньше, однако не должно быть априорной причины для того, чтобы она порождала большую ошибку в одних наблюдениях, чем в других.
Величина , конечно, неизвестна. Одна из задач регрессионного анализа состоит в оценке стандартного отклонения случайной составляющей. 
Это условие гомоскедастичности, или равноизменчивости случайной составляющей (возмущения).
Предположение о нормальности.
Наряду с вышеприведенными условиями Гаусса-Маркова обычно также предполагается нормальность распределения случайного члена . Дело в том, что если случайная составляющая распределена нормально, то так же будут распределены и коэффициенты регрессии.
Свойства оценок метода наименьших квадратов (МНК)
В тех случаях, когда указанные предпосылки выполняются, оценки, полученные по МНК, будут обладать свойствами несмещенности, состоятельности и эффективности. 
Несмещенность оценки означает, что математическое ожидание остатков равно нулю. Если оценки обладают свойством несмещенности, то их можно сравнивать с исследованиями разных авторов. 
Для практических целей важна не только несмещенность, но и эффективность оценок. Оценки считаются эффективными, если они характеризуются наименьшей дисперсией. Поэтому несмещенность оценки должна дополняться минимальной дисперсией. 
Степень достоверности доверительных интервалов параметров регрессии обеспечивается, если оценки будут не только несмещенными и эффективными, но и состоятельными. Состоятельность оценок характеризует увеличение их точности с увеличением объема выборки.
 
Оценка параметров регрессионного уравнения
Для оценки параметров регрессионного уравнения можно получить разные формы, в частности 
                                            (2.1.7)
Либо 
                             (2.1.8)
Такое решение может существовать только при выполнении условия
                                               (2.1.9)
(знаменатель не может быть равным нулю).
Последнее условие называется условием идентифицируемости модели наблюдений
 
и означает, что не все значения  совпадают между собой. 
При нарушении этого условия все точки  ,  где   лежат на одной вертикальной прямой  .
Кроме того, используя выражение для вариации (дисперсии):

и выборочной ковариации:

параметр  можно записать также и в виде:



Оценка качества уравнения регрессии
Качество модели регрессии связывают с адекватностью построенной модели наблюдаемым (эмпирическим) данным. Проверка адекватности (или соответствия) модели регрессии наблюдаемым данным проводится на основе анализа остатков  .
На практике всегда имеет место некоторое рассеивание точек корреляционного поля относительно теоретической линии регрессии, т.е. отклонение эмпирических данных от теоретических  . Величина этих отклонений и лежит в основе расчета показателей качества (адекватности) уравнения.
Запишем дисперсии величин: :

Сумма квадратов остатков – RSS (Residual Sum of Squares). Этот показатель оценивает, насколько велики , насколько далеко они лежат от нуля.

Общая сумма квадратов – TSS (Total Sum of Squares). Этот показатель оценивает, насколько каждый   не похож на . Если  лежит далеко от , то этот показатель будет большим и вся сумма квадратов будет большой.

Объясненная сумма квадратов – ESS (Explained Sum of Squares). ESS показывает, насколько прогнозное значение  далеко легло от среднего.
После построения уравнения регрессии мы можем разбить значения  в каждом наблюдении на две составляющие –    и  :

Остаток  представляет собой отклонение фактического значения зависимой переменной от значения данной переменной, полученной расчетным путем. Отсюда следует, что разброс значений зависимой переменной, который характеризуется выборочной дисперсией , можно представить как:

Таким образом, дисперсия   разложена на 2 части:  – часть, объясненная регрессионным уравнением,  – необъясненная часть. 

Для оценки качества уравнения регрессии вводят так называемый коэффициент детерминации , который определим следующим образом:
                           (2.1.10)
Либо

Коэффициент детерминации показывает долю вариации результативного признака, находящегося под воздействием изучаемых факторов, т. е. определяет, какая доля вариации признака Y учтена в модели и обусловлена влиянием на него факторов.
Если , то регрессия точно описывает выборку, так как при этом

т.е. все точки наблюдения лежат на регрессионной прямой. 
Если , то регрессия ничего не даст для описания выборки. Чем ближе  к 1, тем  более точно аппроксимирует  .
Для оценки качества регрессионных моделей используют также коэффициент множественной корреляции (индекс корреляции) R (о котором мы будем говорить в следующих разделах).
При построении однофакторной модели (переменная  зависит от одного фактора – переменной  ) он равен коэффициенту линейной корреляции ().
Очевидно, что чем меньше влияние неучтенных факторов, тем лучше модель соответствует фактическим данным. 
Также для оценки качества регрессионных моделей целесообразно использовать среднюю ошибку аппроксимации:

Чем меньше рассеяние эмпирических точек вокруг теоретической линии регрессии, тем меньше средняя ошибка аппроксимации. Допустимый предел значений  составляет не более 8 – 15%. Ошибка аппроксимации меньше 7 % свидетельствует о хорошем качестве модели. 
Эластичность Y по отношению к Х(j) определяется как процентное изменение Y, отнесенное к соответствующему процентному изменению Х. В общем случае эластичности не постоянны, они различаются, если измерены для различных точек на линии регрессии. По умолчанию стандартные программы, оценивающие эластичность, вычисляют ее в точках средних значений:
                                  (2.1.11)
Эластичность не нормирована и может изменяться от - до + . Важно, что она безразмерна, так что интерпретация эластичности   означает, что если  изменится на 1%, то это приведет к изменению   на 2%. Если , то это означает, что увеличение  на 1% приведет к уменьшению  на 0.5%. 
Высокий уровень эластичности означает сильное влияние независимой переменной на объясняемую переменную.
После того как уравнение регрессии построено, выполняется проверка значимости построенного уравнения в целом и отдельных параметров. 
Оценить значимость уравнения регрессии – это означает установить, соответствует ли математическая модель, выражающая зависимость между Y и Х, фактическим данным и достаточно ли включенных в уравнение объясняющих переменных Х для описания зависимой переменной Y. 
Таким образом, оценка значимости уравнения регрессии производится для того, чтобы узнать, пригодно ли уравнение регрессии для практического использования (например, для прогноза) или нет. При этом, как обычно, выдвигают основную, нулевую гипотезу о незначимости уравнения в целом, которая формально сводится к гипотезе о равенстве нулю параметров регрессии, или, что то же самое, о равенстве нулю коэффициента детерминации: . Альтернативная ей гипотеза о значимости уравнения – гипотеза о неравенстве нулю параметров регрессии.
Для проверки значимости модели регрессии используется F-критерий Фишера.  Если расчетное значение критерия с числом степеней свободы k           и  (n - k - 1) , где k – количество факторов, включенных в модель, больше табличного при заданном уровне значимости, то модель считается значимой.
Для модели парной регрессии () расчетное значение критерия Фишера определяется по формуле:
                     (2.1.12)
Табличное значение критерия Фишера определяется по соответствующим таблицам критерия Фишера.
Также в качестве меры точности применяют несмещенную оценку дисперсии остаточной компоненты, которая представляет собой отношение суммы квадратов уровней остаточной компоненты к величине (n- k -1), где k – количество факторов, включенных в модель. Квадратный корень из этой величины () называется стандартной ошибкой:

Для модели парной регрессии ()


Прогнозирование с применением уравнения регрессии
Регрессионные модели используют для прогнозирования возможных ожидаемых значений зависимой переменной. 
Прогнозируемое значение переменной y получается при подстановке в уравнение регрессии ожидаемой величины фактора x.

Данный прогноз называется точечным. Значение независимой переменной   не должно значительно отличаться от входящих в исследуемую выборку, по которой вычислено уравнение регрессии. 
Вероятность реализации точечного прогноза теоретически равна нулю. Поэтому рассчитывается средняя ошибка прогноза или доверительный интервал прогноза с достаточно большой надежностью. 
Доверительные интервалы, зависят от следующих параметров: 
 стандартной ошибки, 
 удаления   от своего среднего значения , 
 количества наблюдений n, 
 и уровня значимости прогноза α. 
В частности, для прогноза будущие значения  с вероятностью (1 - α) того, что они попадут в интервал:

Или

Расположение границ доверительного интервала показывает, что прогноз значений зависимой переменной по уравнению регрессии хорош только в случае, если значение фактора Х не выходит за пределы выборки. Иными словами, экстраполяция по уравнению регрессии может привести к значительным погрешностям.
В качестве примера рассмотрим следующую задачу.
Для определения зависимости между сменной добычей угля на одного рабочего (переменная Y, измеряемая в тоннах) и мощностью угольного пласта (переменная X, измеряемая в метрах) на 10 шахтах были проведены исследования, результаты которых представлены таблицей
	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	xi
	8
	11
	12
	9
	8
	8
	9
	9
	8
	12

	yi 
	5
	10
	10
	7
	5
	6
	6
	5
	6
	8



1. Охарактеризовать каждую из выборок (найти выборочное среднее, дисперсию, среднеквадратичное отклонение, доверительный интервал генеральной совокупности).
Таблица в Excel имеет вид 
Для признака Х.  Здесь
Колонка А – порядковый номер (всего 10 значений)
Колонка В – сами значения признака Х, сумма всех значений – 94, среднее значение (средне выборочное) соответственно – 9,4.
[image: ]
Колонка С – число раз, mx, которое встречается то или иное значение признака Х; Число 8 встречается 4 раза, число 11 – один раз и т.д. 
Колонка D – px, вероятность появления того или иного значения признака Х, как отношение mx к общему числу членов выборки.
Колонка Е – произведение конкретного значения признака Х на вероятность его появления. Сумма всех этих значений даст математическое ожидание выборки или ее среднее значение. Действительно, мы видим, что значение ячейки Е12 совпадает со значением ячейки В13. 
Обычно к такому методу (определение вероятности и т.д.) прибегали в случаях, когда вычисления не были автоматизированы, но с появлением средств автоматизации вычислений, например табличного процессора Excel, это стало не актуальным. Поэтому сейчас практически всегда колонки С, D, Е пропускают.
Таким образом, средне выборочная равна      
Далее идет расчет дисперсии и среднеквадратичного отклонения.
Колонка F – вычисление разности   
Колонка G – квадрат разности  .  Мы видим, что среднее значение квадрата разности равно 

Но это и есть дисперсия выборки, которая получается равна 
[bookmark: _Hlk41640276]Далее находим среднеквадратичное отклонение . И затем, исправленное среднеквадратичное отклонение

	n
	Уровни надежности

	
	95 %
	99 %
	99,9 %

	7
	2,37
	3,50
	5,51

	8
	2,31
	3,36
	5,04

	9
	2,26
	3,25
	4,78

	10
	2,23
	3,17
	4,59


Найдя все эти числовые характеристики выборки, находим доверительный интервал оценки математического ожидания генеральной совокупности :

Здесь  – параметр Стьюдента, определяемый из таблицы
Таким образом


Отсюда мы делаем вывод, что среднее значение мощности угольного пласта (бассейна, откуда взята выборка) с вероятностью 95% заключено в пределах от 8,18 метра до 10,62 метра.
Проводим аналогичные операции со второй выборкой.
Колонка Н, находим ,  
Колонка J – квадрат разности . Мы видим, что среднее значение квадрата разности равно  . Среднеквадратичное отклонение , исправленное среднеквадратичное отклонение . математического ожидания генеральной совокупности :

Таким образом, мы делаем вывод, что средняя сменной добычей угля на одного рабочего (бассейна, откуда взята выборка) с вероятностью 95% заключено в пределах от 5,36 тонн до 8,24 тонны.
2. Найти коэффициент корреляции между выборками
[image: ]В Excel строим корреляционное поле
Визуально наблюдаем, что похоже на линейную зависимость.
2. Рассчитываем коэффициент корреляции согласно формуле 

В соответствии с этим формируем таблицу в Excel.


[image: ]
Находим: ;    ;     ;   ;    ;  высчитываем   ;    .
По формуле вычисляем коэффициент корреляции:

Коэффициент корреляции получился положительным и достаточно большим.
Оценка коэффициента корреляции. Расчетный параметр Стьюдента

Табличное значение коэффициента Стьюдента при   и уровне значимости   95% - 2,23. Расчетное значение больше табличного, следовательно, вычисленный коэффициент корреляции с вероятностью 95% достоверен.

3.  Вычисление коэффициентов линейной регрессии проведем по формулам

Все значения вычислены в предыдущем листе Excel, поэтому просто подставим соответствующие значения.
Найдем


Таким образом, уравнение регрессии будет иметь вид:

Нанесем на корреляционное поле линию регрессии

Мы также видим достаточно хорошее совпадение. 

Оценка качества уравнения регрессии. Коэффициент детерминации 
В случае парной регрессии коэффициент детерминации равен квадрату коэффициента парной корреляции

Для нашего случая  , он достаточно высокий и показывает, что учтенный признак составляет 0,7525 часть от влияния всех других, неучтенных признаков.  
Таким образом, каждому эмпирическому   значению признака  соответствует прогнозное  значение признака.
[image: ]
Исходя из этих данных найдем среднюю ошибку аппроксимации по формуле

Таким образом, ошибка аппроксимации находится в допустимом интервале – 8 – 15%.
Оценим еще уровень эластичности по формуле

Это значит, что если   изменится на 1%, то это приведет к изменению   на 1,4%.

2.2 Модель множественной регрессии

Данная тема является обобщением предыдущей на случай множественности факторов. Поэтому общее обоснование остается предыдущим.
Парная регрессия может дать хороший результат, если изменением других факторов, воздействующих на объект исследования (т.е. на переменную Y) можно пренебречь. Например, при построении модели потребления того или иного товара от дохода исследователь предполагает, что в каждой группе дохода одинаково влияние на потребителя таких факторов, как цена товара, размер семьи, ее состав и т.д. Следовательно, в данном примере построение парной регрессии осуществляется при неизменном уровне других факторов, т.е. мы пренебрегаем влиянием (изменением) этих факторов. В ряде случаев не удается обеспечить не изменчивость всех прочих условий для оценки влияния одного исследуемого фактора. Тогда следует попытаться выявить влияние других факторов, введя их в эконометрическую модель, т.е. приходим к модели множественной регрессии, определяемой как условное математическое ожидание зависимой величины Y при k  фиксированных значениях , объясняющих переменных . 
Также к множественной регрессии мы приходим, когда априори известно о влиянии на зависимую переменную Y нескольких объясняющих переменных  (т.е. число объясняющих переменных равно k 1).
Множественная регрессия широко используется в решении проблем спроса, доходности акций, при изучении функции издержек производства и целого ряда других вопросов эконометрики. В настоящее время множественная регрессия – один из наиболее распространенных методов в эконометрике. 
Основная цель множественного регрессионного анализа – построить регрессионную модель с большим количеством факторов, определив при этом влияние каждого из них в отдельности, а также совокупное их воздействие на зависимую переменную.
Линейная множественная регрессия.
Функция , описывающая зависимость показателя от параметров, называется уравнением (функцией) регрессии. Уравнение регрессии показывает ожидаемое значение зависимой переменной Y при определенных значениях зависимых переменных X. В зависимости от количества включенных в модель факторов Х модели делятся на однофакторные (парная модель регрессии, именно ее мы рассматривали в предыдущем разделе) и многофакторные (модель множественной регрессии, которую мы рассмотрим сейчас).
В зависимости от вида функции  модели делятся на линейные и нелинейные.
Модель множественной линейной регрессии имеет вид:
        (2.2.1)
здесь  – количество наблюдений.
В уравнении (2.2.1) все входящие величины являются компонентами векторов, поэтому в таком виде оно не может быть решено алгебраическим путем. Чтобы все-таки решить это векторное уравнение, необходимо записать его для каждой компоненты, при этом мы получим систему, состоящую из  уравнений. Для получения однозначного и единственного ответа необходимо чтобы число уравнений равнялось числу неизвестных, что далеко не всегда выполнимо.
Язык эконометрики во многом — это язык линейной алгебры, и поскольку приходится работать с таблицами данных, с векторами, то поэтому минимальный объем линейной алгебры необходим всем, даже тем, кто линейную алгебру не изучал и не знает. Тем более, что это не так уж и сложно. 
Коэффициенты , стоящие множителями при неизвестных , показывают, на какую величину в среднем изменится результативный признак  , если переменную  увеличить на единицу измерения, т.е.  является так называемым нормативным коэффициентом.
Введем вектор  (другими словами, матрицу-столбец), состоящий из  проекций и матрицу  размером  (состоящую из  строк и  столбца):

А также векторы:

В дальнейшем матрицы обозначаются прописными буквами, а векторы – строчными. Тогда в матричном виде модель наблюдений примет вид
                                               (2.2.2)
Здесь  - вектор зависимой переменной размерности  (т.е. матрица, содержащая 1 столбец и  строк), представляющий собой  наблюдений значений ,   – матрица  наблюдений независимых переменных  , размерность этой матрицы равна . Размерность  а не  вводится для того, чтобы ввести дополнительный фактор , состоящий из единиц, для вычисления свободного члена. В качестве исходных данных могут быть временные ряды или пространственная выборка. 
Напомним, что: k - количество факторов, включенных в модель; 
 – подлежащий оцениванию вектор неизвестных параметров размерности ; 
 -  вектор случайных отклонений (возмущений) размерности .   отражает тот факт, что изменение  будет неточно описываться изменением объясняющих переменных X, так как существуют и другие факторы, неучтенные в данной модели. Таким образом, можно записать:
                     (2.2.3)
Уравнение (2.2.3.) содержит значения неизвестных параметров . Эти величины оцениваются на основе выборочных наблюдений, поэтому полученные расчетные показатели не являются истинными, а представляют собой лишь их статистические оценки. Модель линейной регрессии, в которой вместо истинных значений параметров подставлены их оценки (а именно такие регрессии и применяются на практике), имеет вид
                                         (2.2.4)
Отметим, что из-за наличия вектора ошибок   эта система, как правило, является несовместной, т.е. нельзя найти ни одного вектора , который бы удовлетворял матричному тождеству X = Y, что мы отмечали выше (для точного решения необходимо чтобы число уравнений равнялось числу неизвестных). Поэтому от поиска «точного решения» системы перейдем к вычислению «приближенного решения». Одно из таких приближенных решений можно найти, используя метод наименьших квадратов.
Построение уравнения регрессии осуществляется, как правило, методом наименьших квадратов (МНК), суть которого состоит в минимизации суммы квадратов отклонений фактических значений результатного признака от его расчетных значений. 
Для этого введем функционал:

который характеризует отклонение значений , предсказанных линейной регрессией  при   (вектор ) от заданных значений   (вектор y). Вектор ошибок     имеет n проекций . Согласно методу наименьших квадратов, в качестве решения принимается вектор коэффициентов , доставляющий минимум функционалу Q. Необходимые и достаточные условия минимума этого функционала определяются матричным тождеством (производная равна нулю, необходимое условие минимума):    . Возьмем производную:
 
 
 
 
Из которого получаем систему нормальных уравнений

Для того, чтобы решение этого матричного уравнения было единственным, необходимо чтобы ранг матрицы  был бы равен рангу матрицы . В этом случае решение будет иметь вид:
Формулу для вычисления параметров регрессионного уравнения по методу наименьших квадратов приведем без вывода

Для примера рассмотрим следующую задачу.
Данные о сменной добыче угля на одного рабочего (переменная Y – измеряется в тоннах), мощности пласта (переменная X1 – измеряется в метрах) и уровнем механизации работ в шахте (переменная X2 – измеряется в процентах), характеризующие процесс добычи угля в 10 шахтах приведены в таблице.
	Номер шахты
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	
	5
	10
	10
	7
	5
	6
	6
	5
	6
	8

	
	8
	11
	12
	9
	8
	8
	9
	9
	8
	12

	
	5
	8
	8
	5
	7
	8
	6
	4
	5
	7



Предполагая, что между переменными Y, X1, X2 существует линейная зависимость, необходимо найти аналитическое выражение для этой зависимости, т.е. построить уравнение линейной регрессии.
Решение. Обозначим

И вычислим следующие величины:
Матрицу размером ;

Вектор, содержащий 3 проекции;

Обратную матрицу

После этого определяем вектор коэффициентов

Эти операции иллюстрируются на вкладке Excel
Соответственно, построенное уравнение линейной множественной регрессии имеет вид

Оно показывает, что при увеличении только мощности пласта  (при неизменном ) на 1 м добыча угля Y увеличивается в среднем на 0.854 т, а при увеличении только уровня механизации работ  (при неизменном ) – в среднем на 0.367 т.

Ограничения и условия классической регрессионной модели. 
Для того чтобы регрессионный анализ, основанный на обычном методе наименьших квадратов, давал наилучшие из всех возможных результаты, должны выполняться следующие условия, известные как условия Гаусса – Маркова (аналогичные выше рассмотренным). 
Первое условие. Математическое ожидание случайной составляющей в любом наблюдении должно быть равно нулю. Иногда случайная составляющая будет положительной, иногда отрицательной, но она не должна иметь систематического смещения ни в одном из двух возможных направлений.

Фактически если уравнение регрессии включает постоянный член, то обычно это условие выполняется автоматически, так как роль константы состоит в определении любой систематической тенденции Y, которую не учитывают объясняющие переменные, включенные в уравнение регрессии.
Второе условие означает, что дисперсия случайной составляющей должна быть постоянна для всех наблюдений. Иногда случайная составляющая будет больше, иногда меньше, однако не должно быть априорной причины для того, чтобы она порождала большую ошибку в одних наблюдениях, чем в других. 
Эта постоянная дисперсия обычно обозначается , или часто в более краткой форме , а условие записывается следующим образом:

Выполнимость данного условия называется гомоскедастичностью (постоянством дисперсии отклонений). Невыполнимость данной предпосылки называется гетероскедастичностью, (непостоянством дисперсии отклонений).
Третье условие предполагает отсутствие систематической связи между значениями случайной составляющей в любых двух наблюдениях. Например, если случайная составляющая велика и положительна в одном наблюдении, это не должно обусловливать систематическую тенденцию к тому, что она будет большой и положительной в следующем наблюдении. Случайные составляющие должны быть независимы друг от друга.
В силу того, что , данное условие можно записать следующим образом:

Возмущения  и  не коррелированны (условие независимости случайных составляющих в различных наблюдениях). 
Это условие означает, что отклонения регрессии (а значит, и сама зависимая переменная) не коррелируют. Условие некоррелируемости ограничительно, например, в случае временного ряда . Тогда третье условие означает отсутствие автокорреляции ряда . 
Четвертое условие состоит в том, что в модели (2.16) возмущение  (или зависимая переменная ) есть величина случайная, а объясняющая переменная  - величина неслучайная. 
Если это условие выполнено, то теоретическая ковариация между независимой переменной и случайным членом равна нулю. 
Наряду с условиями Гаусса— Маркова обычно также предполагается нормальность распределения случайного члена. 
В тех случаях, когда выполняются предпосылки, оценки, полученные по МНК, будут обладать свойствами несмещенности, состоятельности и эффективности. 
Стандартизованные коэффициенты регрессии и коэффициенты эластичности.
На практике часто бывает необходимым сравнение влияние на зависимую переменную различных объясняющих переменных, когда эти переменные имеют разные единицы измерений. В этом случае используют стандартизованные коэффициенты регрессии и коэффициенты эластичности
[bookmark: _Hlk43993503]Стандартизованный коэффициент регрессии  определяются выражением

где


Коэффициент эластичности рассчитывается как обычно:

Для вычисления этих параметров составим таблицу в Excel, и исходя из этой таблицы найдем

[image: ]


Таким образом, стандартизованные коэффициенты равны

Соответственно коэффициенты эластичности

Вычисленные показатели указывают, что на сменную добычу угля большее влияние оказывает фактор «мощности пласта», чем фактор «уровень механизации».
Коэффициент эластичности  показывает, на сколько процентов изменяется зависимая переменная при изменении фактора j на один процент. Однако он не учитывает степень размаха колебаний факторов. 
Бета-коэффициент  показывает, на какую часть величины среднего квадратического отклонения Sy изменится зависимая переменная Y с изменением соответствующей независимой переменной Хj на величину своего среднеквадратического отклонения при фиксированном на постоянном уровне значении остальных независимых переменных.
Для оценки качества регрессионных моделей используют коэффициент множественной детерминации R2
                             (2.2.5)
Данный коэффициент является универсальным, так как он отражает тесноту связи и точность модели, а также может использоваться при любой форме связи переменных. 
По данным таблицы находим

Мы видим, что коэффициент качества всего уравнения регрессии достаточно высокий.
Ранее в примере был вычислен R2 = 0.75 для регрессии, включающей только одну – мощность угольного пласта. Сравнивая 0.866 и 0.75, можно сказать, что добавление второй объясняющей переменной X2 незначительно увеличило R2. Это понятно, так как была показана незначимость коэффициента  при переменной X2.
Для проверки значимости модели регрессии используется F-критерий Фишера. Если расчетное значение с   и  степенями свободы, где k – количество факторов, включенных в модель, больше табличного при заданном уровне значимости, то модель считается значимой.
                                              (2.2.6)
Для нашего примера

Табличное значение критерия – 4,74. Неравенство выполняется и с уровнем значимости  = 0.05 можно сделать вывод о значимости построенного уравнения регрессии. Следовательно, исследуемая зависимость Y достаточно хорошо описывается включенными в регрессионную модель переменными X1 и X2.
Оценить значимость уравнения регрессии – это означает установить, соответствует ли математическая модель, выражающая зависимость между Y и Х, фактическим данным и достаточно ли включенных в уравнение объясняющих переменных Х для описания зависимой переменной Y. 

Качество модели регрессии связывают с адекватностью модели наблюдаемым (эмпирическим) данным. Проверка адекватности (или соответствия) модели регрессии наблюдаемым данным проводится на основе анализа остатков - . 
Анализ остатков позволяет получить представление, насколько хорошо подобрана сама модель и насколько правильно выбран метод оценки коэффициентов. Согласно общим предположениям регрессионного анализа, остатки должны вести себя как независимые (в действительности, почти независимые) одинаково распределенные случайные величины. 
Качество модели регрессии оценивается по следующим направлениям: 
1) проверка качества всего уравнения регрессии; 
2) проверка значимости всего уравнения регрессии; 
3) проверка статистической значимости коэффициентов уравнения регрессии; 
4) проверка выполнения предпосылок МНК.
Важным моментом является проверка значимости построенного уравнения в целом и отдельных его параметров. 
В качестве меры точности применяют несмещенную оценку дисперсии остаточной компоненты, которая представляет собой отношение суммы квадратов уровней остаточной компоненты к величине (), где k – количество факторов, включенных в модель. Квадратный корень из этой величины (S) называется стандартной ошибкой:
                                                      (2.2.7)
Значимость отдельных коэффициентов регрессии проверяется по t-статистике путем проверки гипотезы о равенстве нулю j-го параметра уравнения (кроме свободного члена):
                                                 (2.2.8)
где    – стандартное (среднеквадратичное) отклонение коэффициента  уравнения регрессии. Величина  представляет собой квадратный корень из произведения несмещенной оценки дисперсии   и j-го диагонального элемента матрицы, обратной матрице системы нормальных уравнений.

где   – диагональный элемент матрицы .
Если расчетное значение t-критерия с  степенями свободы превосходит его табличное значение при заданном уровне значимости, коэффициент регрессии считается значимым. В противном случае фактор, соответствующий этому коэффициенту, следует исключить из модели (при этом ее качество не ухудшится).
Проверка выполнения предпосылок МНК.
Рассмотрим выполнение предпосылки гомоскедастичности, или равноизменчивости случайной составляющей (возмущения). 
Невыполнение этой предпосылки, т.е. нарушение условия гомоскедастичности возмущений означает, что дисперсия возмущения зависит от значений факторов. Такие регрессионные модели называются моделями с гетероскедастичностью возмущений. 
Обнаружение гетероскедастичности. 
Для обнаружения гетероскедастичности обычно используют тесты, в которых делаются различные предположения о зависимости между дисперсией случайного члена и объясняющей переменной: тест ранговой корреляции Спирмена, тест Голдфельда-Квандта, тест Глейзера, двусторонний критерий Фишера и другие.
При малом объеме выборки для оценки гетероскедастичности может использоваться метод Голдфельда-Квандта. 
Данный тест используется для проверки такого типа гетероскедастичности, когда дисперсия остатков возрастает пропорционально квадрату фактора. При этом делается предположение, что, случайная составляющая  распределена нормально. 
Чтобы оценить нарушение гомоскедастичности по тесту Голдфельда- Квандта необходимо выполнить следующие шаги.
1. Упорядочение п наблюдений по мере возрастания переменной х. 
2. Исключение d средних наблюдений (d должно быть примерно равно четверти общего количества наблюдений). 
3. Разделение совокупности на две группы (соответственно с малыми и большими значениями фактора x) и определение по каждой из групп уравнений регрессии. 
4. Определение остаточной суммы квадратов для первой регрессии
    и второй регрессии  .
5. Вычисление отношений     (или  ). В числителе должна быть большая сумма квадратов.
Полученное отношение имеет F распределение со степенями свободы  и , (k– число оцениваемых параметров в уравнении регрессии).
Если

то гетероскедастичность имеет место.
Чем больше величина F превышает табличное значение F -критерия, тем более нарушена предпосылка о равенстве дисперсий остаточных величин.
 Указанные коэффициенты позволяют упорядочить факторы по степени влияния факторов на зависимую переменную. Долю влияния фактора в суммарном влиянии всех факторов можно оценить по величине дельта - коэффициентов  (j):

где   – коэффициент парной корреляции между фактором   и зависимой переменной.

Прогнозирование с помощью модели множественной регрессии
Уравнение регрессии применяют для расчета значений показателя в заданном диапазоне изменения параметров. Оно ограниченно пригодно для расчета вне этого диапазона, т.е. его можно применять для решения задач интерполяции и в ограниченной степени для экстраполяции. Прогноз, полученный подстановкой в уравнение регрессии ожидаемого значения параметра, является точечным. Вероятность реализации такого прогноза ничтожна мала. Целесообразно определить доверительный интервал прогноза.
Для того чтобы определить область возможных значений результативного показателя, при рассчитанных значениях факторов следует учитывать два возможных источника ошибок: рассеивание наблюдений относительно линии регрессии и ошибки, обусловленные математическим аппаратом построения самой линии регрессии. Ошибки первого рода измеряются с помощью характеристик точности, в частности, величиной S. Ошибки второго рода обусловлены фиксацией численного значения коэффициентов регрессии, в то время как они в действительности являются случайными, нормально распределенными. 
Для линейной модели регрессии доверительный интервал рассчитывается следующим образом. Оценивается величина отклонения от линии регрессии (обозначим ее U):

где   .

Особенности практического применения регрессионных моделей.

Одним из условий регрессионной модели является предположение о линейной независимости объясняющих переменных, т. е., решение задачи возможно лишь тогда, когда столбцы и строки матрицы исходных данных линейно независимы. Для экономических показателей это условие выполняется не всегда. 
Под мультиколлинеарностью понимается высокая взаимная коррелированность объясняющих переменных, которая приводит к линейной зависимости нормальных уравнений. 
Мультиколлинеарность может возникать в силу разных причин. Например, несколько независимых переменных могут иметь общий временной тренд, относительно которого они совершают малые колебания. 
Существует несколько способов для определения наличия или отсутствия мультиколлинеарности. 
Один из подходов заключается в анализе матрицы коэффициентов парной корреляции. Считают явление мультиколлинеарности в исходных данных установленным, если коэффициент парной корреляции между двумя переменными больше 0,8. 
Другой подход состоит в исследовании матрицы ХТХ. Если определитель матрицы ХТХ близок к нулю, то это свидетельствует о наличии мультиколлинеарности. 
Для устранения или уменьшения мультиколлинеарности используется ряд методов. 
Наиболее распространенные в таких случаях следующие приемы: исключение одного из двух сильно связанных факторов, переход от первоначальных факторов к их главным компонентам, число которых быть может меньше, затем возвращение к первоначальным факторам. 
Самый простой из них (но не всегда самый эффективный) состоит в том, что из двух объясняющих переменных, имеющих высокий коэффициент корреляции (больше 0,8), одну переменную исключают из рассмотрения. При этом какую переменную оставить, а какую удалить из анализа, решают в первую очередь на основании экономических соображений. Если с экономической точки зрения ни одной из переменных нельзя отдать предпочтение, то оставляют ту из двух переменных, которая имеет больший коэффициент корреляции с зависимой переменной. 
Еще одним из возможных методов устранения или уменьшения мультиколлинеарности является использование стратегии шагового отбора, реализованную в ряде алгоритмов пошаговой регрессии. 
Наиболее широкое применение получили следующие схемы построения уравнения множественной регрессии: метод включения факторов и метод исключения – отсев факторов из полного его набора. 
В соответствии с первой схемой признак включается в уравнение в том случае, если его включение существенно увеличивает значение множественного коэффициента корреляции, что позволяет последовательно отбирать факторы, оказывающие существенное влияние на результирующий признак даже в условиях мультиколлинеарности системы признаков, отобранных в качестве аргументов из содержательных соображений. При этом первым в уравнение включается фактор, наиболее тесно коррелирующий с Y, вторым в уравнение включается тот фактор, который в паре с первым из отобранных дает максимальное значение множественного коэффициента корреляции, и т.д. Существенно, что на каждом шаге получают новое значение множественного коэффициента (большее, чем на предыдущем шаге); тем самым определяется вклад каждого отобранного фактора в объясненную дисперсию Y. 
Вторая схема пошаговой регрессии основана на последовательном исключении факторов с помощью t -критерия. Она заключается в том, что после построения уравнения регрессии и оценки значимости всех коэффициентов регрессии из модели исключают тот фактор, коэффициент при котором незначим и имеет наименьший коэффициент t. После этого получают новое уравнение множественной регрессии и снова производят оценку значимости всех оставшихся коэффициентов регрессии. Если среди них опять окажутся незначимые, то опять исключают фактор с наименьшим значением t -критерия. Процесс исключения факторов останавливается на том шаге, при котором все регрессионные коэффициенты значимы. 
Ни одна их этих процедур не гарантирует получения оптимального набора переменных. Однако при практическом применении они позволяют получить достаточно хорошие наборы существенно влияющих факторов. 
При отборе факторов также рекомендуется пользоваться следующим правилом: число включаемых факторов обычно в 6 –7 раз меньше объема совокупности, по которой строится регрессия. Если это соотношение нарушено, то число степеней свободы остаточной дисперсии очень мало. Это приводит к тому, что параметры уравнения регрессии оказываются статистически незначимыми, а F -критерий меньше табличного значения. 
Особым случаем мультиколлинеарности при использовании временных выборок является наличие в составе переменных линейных или нелинейных трендов. В этом случае рекомендуется сначала выделить и исключить тренды, а затем определить параметры регрессии по остаткам. 
Игнорирование наличия трендов в зависимой и независимой переменных ведет к завышению степени влияния независимых переменных на результирующий признак, что получило название ложной корреляции. 
Большим препятствием к применению регрессии является ограниченность исходной информации, при этом наряду с указанными выше затрудняющими обстоятельствами (мультиколлинеарность, зависимость остатков, небольшой объем выборки и т. п.) ценность информации может снижаться за счет ее «засоренности», т. е. проявления новых обстоятельств, которые ранее не были учтены. 
Резко отклоняющиеся наблюдения могут быть результатом действия большого числа сравнительно малых случайных факторов, которые в достаточно редких случаях приводят к большим отклонениям, либо это действительно случайные один или несколько выбросов, которые можно исключить как аномальные. Однако при наличии не менее трех аномальных отклонений на несколько десятков наблюдений приписывают это наличию одного или нескольких неучтенных факторов, которые проявляются только для аномальных наблюдений.
Наиболее распространенные в таких случаях следующие приемы: исключение одного из двух сильно связанных факторов, переход от первоначальных факторов к их главным компонентам, число которых быть может меньше, затем возвращение к первоначальным факторам.




РАЗДЕЛ 3. НЕЛИНЕЙНЫЙ РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ

3.1 Нелинейные модели регрессии
[bookmark: i01540]Линейная регрессия и методы ее исследования и оценки не имели бы столь важного значения, если бы помимо этого весьма важного, но все же простейшего случая мы не получали бы с их помощью инструмента анализа более сложных нелинейных зависимостей. 
Нелинейность регрессии может быть обусловлена двумя причинами:
  нелинейность по объясняющей переменной;
  нелинейность по коэффициентам регрессии. 
Кратко рассмотрим несколько подходов к вычислению коэффициентов парной регрессии в этих случаях. 
Нелинейность по объясняющей переменной. 
Примером такой нелинейности может служить уравнение регрессии вида (гиперболическая регрессия): 

В этом случае, вводя новую переменную  , приходим к линейной регрессии

коэффициенты  ,  которой вычисляются на основе метода МНК. Вычислив коэффициенты, возвращаемся к исходному нелинейному уравнению регрессии.
Пример. Рассмотрим класс регрессионных моделей вида
                                           (3.1)
которые описывают связь между долей расходов на товары длительного пользования (переменная Y - единицы измерения процентов общей суммы расходов) и доходом американской семьи (переменная X - единица измерения тысяч долларов). Уравнение регрессии для этой модели имеет вид
                                      (3.2)
Необходимо определить коэффициенты этого уравнения по данным, представленным в таблице 1.
Таблица 1.
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	
	10
	13.4
	15.4
	16.5
	18.6
	19.1



Построим корреляционное поле
[image: ]
Действительно, похоже на логарифмическую зависимость
Для определения коэффициентов ведем новую переменную  и приходим к следующему уравнению регрессии:

Используя, как обычно МНК, приходим к следующей системе уравнений:

где
 
 
 
 


Таким образом уравнение регрессии примет вид

Все эти вычисления проще можно проделать в Excel, лист которого представлен на следующем рисунке.
Здесь, в частности, можно посчитать коэффициент корреляции


[image: ]
Значения  , вычисленные для , приведены на рисунке (звездочки- маркеры). Видно хорошее согласие построенной регрессии с исходными данными (овальные маркеры). линия регрессии
исходные данные 


Нелинейность по коэффициентам уравнения регрессии. 
К такому классу нелинейных регрессий относятся уравнения, в которых зависимая переменная нелинейным образом зависит от коэффициентов регрессии. Примеры таких нелинейных регрессионных моделей могут служить функции
 степенная                                                                    (3.3)
  показательная                                                             (3.4)
  экспоненциальная                                                   (3.5) 
Для вычисления коэффициентов нелинейных регрессий возможны два подхода.
Первый подход заключается в применении некоторого (как правило, нелинейного) преобразования, которое приводит к линейной регрессии, но уже относительно новых коэффициентов и (или) новых переменных. Для иллюстрации этого подхода рассмотрим степенную регрессию (3.3), широко используемую в эконометрических исследованиях при изучении зависимости спроса от цены. После логарифмирования функции (3.3) получаем
.
Введем новые величины 

Относительно этих величин имеем линейную регрессионную модель
                                      (3.6)
которой соответствует уравнение линейной регрессии
                                         (3.7)
Коэффициенты , вычисляются на основе МНК. Выполнив обратное преобразование , получаем искомые оценки ,  для коэффициентов нелинейной регрессии (3.3).
[bookmark: i01586][bookmark: i01587]Практическое применение логарифмирования и, соответственно, экспоненты возможно тогда, когда результативный признак не имеет отрицательных значений. При исследовании взаимосвязей среди функций, использующих логарифм результативного признака, в эконометрике преобладают степенные зависимости (кривые спроса и предложения, производственные функции, кривые освоения для характеристики связи между трудоемкостью продукции, масштабами производства, зависимость ВНД от уровня занятости, кривые Энгеля (кривые, показывающие взаимосвязь между уровнем дохода и расходами на потребление определенного товара при данной его цене )). 
Напомним, что эффективность оценок, получаемых методом наименьших квадратов, основана на допущении о том, что возмущения  не коррелированны между собой и подчиняются нормальному распределению  , т.е. имеет одинаковую дисперсию . К сожалению, выполнение нелинейных преобразований приводит к нарушению этого допущения.
Для иллюстрации этого вернемся к преобразованному уравнению регрессии (3.7). Коэффициенты этого уравнения будут являться эффективными оценками для  ,  , если , т.е. возмущения  исходной модели (3.3) должны иметь логарифмически нормальное распределение, что на практике встречается редко.
Эти нарушение приводят к тому, что вычисление на основе МНК коэффициенты будут несмещенными, состоятельными оценками для соответствующих коэффициентов регрессионной модели, но они не обладают свойством эффективности, т.е. возможно вычислить (используя другие алгоритмы) оценки с меньшей дисперсией.
Второй подход используется в случаях, когда невозможно подобрать преобразования для перехода к новой линейной регрессии. Для примера рассмотрим регрессионную модель
                                           (3.8)
 Логарифмирование этого уравнения не приводит к линейной регрессионной модели: . 
В этих случаях оценки для коэффициентов регрессионной модели вычисляются на основе минимизации функционала некоторого функционала, например, функционала метода наименьших квадратов. Так для модели (3.8) уравнение регрессии имеет вид
                                           (3.9)
а минимизируемый функционал МНК определяется выражением:
            (3.10)
Существует достаточно большое число алгоритмов минимизации различных функционалов. Некоторые из этих алгоритмов реализованы в табличном процессоре Excel (команда Поиск решения пункта меню Сервис).

Индекс детерминации и значимость нелинейной регрессии. 
Вспомним, что коэффициент корреляции оценивает тесноту связи переменных X, Y только в случае линейной зависимости между этими переменными. В случае нелинейной регрессии абсолютная величина коэффициента корреляции может быть мала, несмотря на наличие нелинейной зависимости между X, Y. Поэтому в случае нелинейной зависимости между исследуемыми факторами, степень их взаимосвязи характеризуется индексом корреляции , определяемый выражением

Очевидно, что величина этого показателя удовлетворяет неравенству:  , причем  , когда все значения  “лежат” на линии регрессии.
Индексом детерминации называется величина
                                    (3.11)
Величина индекса детерминации изменяется в пределах

и показывает какая часть (доля) вариации зависимой переменной Y обусловлена вариацией объясняющей переменной X, т.е. индекс детерминации имеет тот же смысл, что и коэффициент детерминации R2 линейной регрессии.
Если уравнение регрессии является линейной функцией, то справедливо тождество: , где R2 - коэффициент детерминации линейной регрессии. Это тождество является теоретическим обоснованием исследования возможности замены нелинейной регрессии линейной функцией. Заметим, что чем больше кривизна линии регрессии, тем величина коэффициента детерминации R2 меньше индекса детерминации R2xy. Близость этих величин означает, что нет необходимости усложнять уравнения регрессии и можно использовать линейную регрессию.
Используя индекс детерминации  можно выполнить проверку значимости построенной нелинейной регрессии. Для этого определим F – критерий Фишера:
                                        (3.12)
где m - число коэффициентов регрессии при переменной X. Тогда построенное уравнение нелинейной регрессии является значимым с уровнем значимости , если  больше табличного. 
Для проверки нулевой гипотезы H0 о возможности замены нелинейной регрессии линейной функцией вводят следующий критерий
                                           (3.13)
где  - ошибка разности   , определяемая по формуле
                   (3.14)
Нулевая гипотеза H0 принимается с уровнем значимости  , если выполняется неравенство

где  – распределение Стьюдента. В противном случае принимается альтернативная гипотеза H1 о существенном различии между   и  и невозможности замены нелинейной регрессии линейной функцией.
Для иллюстрации этих положений рассмотрим возможность замены, полученного ранее, нелинейного уравнения (для данных таблицы 1)

линейным уравнением (для данных таблицы 1)

Индекс корреляции для нелинейной модели получается равным . Используя данные таблицы 1 стандартным методом МНК найдем коэффициенты линейной модели, для чего составим таблицу в Excel
Коэффициент  регрессии найдем как


Далее найдём коэффициент детерминации для линейной модели

Следовательно,  . 
Затем рассчитаем следующие величины 

И подставим в формулу (3.14)

Отсюда определяем значение 

Табличное значение критерия Стьюдента

Сравнивая  с  , находим, что  , находим, что нулевая гипотеза принимается, т.е. возможна замена нелинейной регрессии линейной.
Также важную роль в экономике играет нелинейная зависимость, описываемая равносторонней гиперболой:
[bookmark: i01548]                                          (3.13)
[bookmark: i01549][bookmark: i01551]Ее параметры хорошо оцениваются по МНК и сама такая зависимость характеризует связь удельных расходов сырья, топлива, материалов с объемом выпускаемой продукции, временем обращением товаров и всех этих факторов с величиной товарооборота. Например, так называемая кривая Филлипса характеризует нелинейное соотношение между нормой безработицы и процентом прироста заработной платы.
Иногда используется так называемая обратная модель, являющаяся внутренне нелинейной, но в ней, в отличие от равносторонней гиперболы, преобразованию подвергается не объясняющая переменная, а результативный признак у. Поэтому обратная модель оказывается внутренне нелинейной и требование МНК выполняется не для фактических значений результативного признака у, а для их обратных значений.
Отметим, что возможность построения нелинейных моделей как посредством приведения их к линейному виду, так и путем использования нелинейной регрессии, с одной стороны, повышает универсальность регрессионного анализа, а с другой — существенно усложняет задачи исследователя. Если ограничиваться парным регрессионным анализом, то можно построить график наблюдений у и х как диаграмму разброса. Часто несколько различных нелинейных функций приблизительно соответствуют наблюдениям, если они лежат на некоторой кривой. Но в случае множественного регрессионного анализа такой график построить невозможно.

Другие методы линеаризации нелинейных уравнений
Как мы отмечали, различают два класса нелинейных регрессий:
1. Регрессии, нелинейные относительно включенных в анализ объясняющих переменных, но линейные по оцениваемым параметрам, например: 
 полиномы различных степеней –

 равносторонняя гипербола –   
 полулогарифмическая функция –   
2. Регрессии, нелинейные по оцениваемым параметрам, например
 степенная –   
 показательная –     
 экспоненциальная –     
Регрессии, нелинейные по включенным переменным приводятся к линейному виду простой заменой переменных, дальнейшая оценка параметров проводится с помощью МНК.
Например, парабола второй степени  приводятся к линейному виду с помощью замены .  В результате получаем двухфакторное уравнение .
Анализ параметров проводится по МНК для многофакторной модели. Парабола второй степени применяется в случаях, когда для определенного интервала значений фактора  меняется характер связи рассматриваемых признаков, т.е. прямая связь меняется на обратную или обратная связь меняется на прямую. 
Также к линейному виду заменой переменной приводятся равносторонняя гипербола, полулогарифмическая функция и многие другие функции. 
К внутренне линейным моделям относятся, например, степенная функция, показательная функция, экспоненциальная функция, логистическая функция   ,  обратная функция       
К внутренне нелинейным моделям относятся, например, следующие:


Коэффициент эластичности нелинейных моделей

При анализе регрессий широко используется коэффициент эластичности. Коэффициент эластичности показывает на сколько процентов измениться в среднем результат, если фактор изменится на 1%. Коэффициент эластичности рассчитывается, в общем виде, по формуле:

 Так как для большинства функций (за исключением степенной) коэффициент эластичности не является постоянной величиной, а зависит от соответствующего значения фактора 𝒙, то обычно рассчитывается средний коэффициент эластичности:

Формулы для расчета средних коэффициентов эластичности для наиболее часто используемых уравнений регрессии – в таблице
	Вид функции   
	Первая производная 
	Средний коэффициент эластичности   

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	



Возможны случаи, когда расчет коэффициента эластичности не имеет смысла. Это происходит тогда, когда для рассматриваемых признаков бессмысленно определение изменения в процентах. 
Эластичность показывает на сколько процентов изменяется функция  при изменении независимой переменной на 1%. 
Для степенной функции  эластичность постоянна и равна . Пусть, например, при исследовании получена зависимость расходов на питание от дохода семьи в виде

Это означает, что эластичность расходов на продукты питания по доходу составляет 1,183, т.е. увеличение дохода семьи на 1% приведет к увеличению расходов на питание на 1,183%. Коэффициент 0,305 не имеет экономического смысла. 
Для экспоненциального уравнения временного тренда  эластичность также постоянна и равна r.
Пусть, например, при исследовании получена зависимость расходов на питание от дохода семьи в виде уравнения временного тренда:

Это означает, что расходы на продукты питания в течение выборочного периода росли с темпом 66,7% в год. Постоянный множитель 0,543 показывает, что в момент начала отсчета  t =0 общие расходы на питание составили 0,543 у.е. 
Эластичность линейной функции  не является постоянной величиной, а зависит от 𝒙: 

Поэтому для линейной функции обычно вычисляется средний показатель эластичности: 

где 𝒙̅, 𝒚̅ – средние значения переменных x и y в выборке. Если, например, при исследовании получена зависимость расходов на питание от дохода семьи в виде линейного уравнения вида:

причем 𝒙̅ = 𝟏𝟎, 𝒚̅ = 𝟔, средний показатель эластичности равен  и показывает, что с увеличением дохода на 1% расходы на питание возрастут в среднем на 1,29%.

РАЗДЕЛ 4. ВРЕМЕННЫЕ РЯДЫ

4.1 Временные ряды и их анализ
При построении эконометрической модели используются два типа данных:
 1) данные, характеризующие совокупность различных объектов в определенный момент времени;
 2) данные, характеризующие один объект за ряд последовательных моментов времени. 
Модели, построенные по данным первого типа, называются пространственными моделями. Модели, построенные на основе второго типа данных, называются моделями временных рядов. 
Временной ряд (ряд динамики) – это совокупность значений какого-либо показателя за несколько последовательных моментов или периодов времени. Каждый уровень временного ряда формируется под воздействием большого числа факторов, которые условно можно подразделить на три группы:
 1) факторы, формирующие тенденцию ряда;
 2) факторы, формирующие циклические колебания ряда;
 3) случайные факторы.
 Рассмотрим воздействие каждого фактора на временной ряд в отдельности. 
[image: ]Большинство временных рядов экономических показателей имеют тенденцию, характеризующую совокупное долговременное воздействие множества факторов на динамику изучаемого показателя. Все эти факторы, взятые в отдельности, могут оказывать разнонаправленное воздействие на исследуемый показатель. Однако в совокупности они формируют его возрастающую или убывающую тенденцию. На рис. 4.1 показан гипотетический временной ряд, содержащий возрастающую тенденцию.
Также изучаемый показатель может быть подвержен циклическим колебаниям. Эти колебания могут носить сезонный характер, поскольку экономическая деятельность ряда отраслей экономики зависит от времени года (например, цены на сельскохозяйственную продукцию в летний период выше, чем в зимний; уровень безработицы в курортных городах в зимний период выше по сравнению с летним). При наличии больших массивов данных за длительные промежутки времени можно выявить циклические колебания, связанные с общей динамикой конъюнктуры рынка. На рис. 4.2 представлен гипотетический временной ряд, содержащий только сезонную компоненту.
[image: ]
Некоторые временные ряды не содержат тенденции и циклической компоненты, а каждый следующий их уровень образуется как сумма среднего уровня ряда и некоторой (положительной или отрицательной) случайной компоненты. Пример ряда, содержащего только случайную компоненту, приведен на рис. 4.3.
[image: ]Очевидно, что реальные данные не следуют целиком и полностью из каких-либо описанных выше моделей. Чаще всего они содержат все три компоненты. Каждый их уровень формируется под воздействием тенденции, сезонных колебаний и случайной компоненты.
В большинстве случаев фактический уровень временного ряда можно представить как сумму или произведение трендовой, циклической и случайной компонент. 
Модель, в которой временной ряд представлен как сумма перечисленных компонент, называется аддитивной моделью временного ряда. 
Модель, в которой временной ряд представлен как произведение перечисленных компонент, называется мультипликативной моделью временного ряда. 
Основная задача эконометрического исследования отдельного временного ряда – выявление и придание количественного выражения каждой из перечисленных выше компонент с тем, чтобы использовать полученную информацию для прогнозирования будущих значений ряда или при построении моделей взаимосвязи двух или более временных рядов.

Автокорреляция уровней временного ряда

При наличии во временном ряде тенденции и циклических колебаний значения каждого последующего уровня ряда зависят от предыдущих. Корреляционную зависимость между последовательными уровнями временного ряда называют автокорреляцией уровней ряда.
Количественно ее можно измерить с помощью линейного коэффициента корреляции между уровнями исходного временного ряда и уровнями этого ряда, сдвинутыми на несколько шагов во времени.
Формула для расчета коэффициента автокорреляции имеет вид:
                                    (4.1)
где

Эту величину называют коэффициентом автокорреляции уровней ряда первого порядка, так как он измеряет зависимость между соседними уровнями ряда  и  .
Аналогично можно определить коэффициенты автокорреляции второго и более высоких порядков. Так, коэффициент автокорреляции второго порядка характеризует тесноту связи между уровнями  и  и определяется по формуле:
                               (4.2)
где

Число периодов, по которым рассчитывается коэффициент автокорреляции, называют лагом. С увеличением лага число пар значений, по которым рассчитывается коэффициент автокорреляции, уменьшается. Считается целесообразным для обеспечения статистической достоверности коэффициентов автокорреляции использовать правило – максимальный лаг должен быть не больше  n/4 .
Свойства коэффициента автокорреляции.
1. Он строится по аналогии с линейным коэффициентом корреляции и таким образом характеризует тесноту только линейной связи текущего и предыдущего уровней ряда. Поэтому по коэффициенту автокорреляции можно судить о наличии линейной (или близкой к линейной) тенденции. Для некоторых временных рядов, имеющих сильную нелинейную тенденцию (например, параболу второго порядка или экспоненту), коэффициент автокорреляции уровней исходного ряда может приближаться к нулю.
2. По знаку коэффициента автокорреляции нельзя делать вывод о возрастающей или убывающей тенденции в уровнях ряда. Большинство временных рядов экономических данных содержат положительную автокорреляцию уровней, однако при этом могут иметь убывающую тенденцию. 
Последовательность коэффициентов автокорреляции уровней первого, второго и т.д. порядков называют автокорреляционной функцией временного ряда. График зависимости ее значений от величины лага (порядка коэффициента автокорреляции) называется коррелограммой.
Анализ автокорреляционной функции и коррелограммы позволяет определить лаг, при котором автокорреляция наиболее высокая, а следовательно, и лаг, при котором связь между текущим и предыдущими уровнями ряда наиболее тесная, т.е. при помощи анализа автокорреляционной функции и коррелограммы можно выявить структуру ряда.
Если наиболее высоким оказался коэффициент автокорреляции первого порядка, исследуемый ряд содержит только тенденцию. Если наиболее высоким оказался коэффициент автокорреляции порядка , то ряд содержит циклические колебания с периодичностью в  моментов времени. Если ни один из коэффициентов автокорреляции не является значимым, можно сделать одно из двух предположений относительно структуры этого ряда: либо ряд не содержит тенденции и циклических колебаний, либо ряд содержит сильную нелинейную тенденцию, для выявления которой нужно провести дополнительный анализ. Поэтому коэффициент автокорреляции уровней и автокорреляционную функцию целесообразно использовать для выявления во временном ряде наличия или отсутствия трендовой компоненты и циклической (сезонной) компоненты.
Рассмотрим пример. Пусть имеются некоторые условные данные об общем количестве правонарушений на таможне одного из субъектов РФ (например, Краснодарский край).


[image: ]
Построим поле корреляции:
[image: ]

Уже исходя из графика видно, что значения y образуют пилообразную фигуру. Рассчитаем несколько последовательных коэффициентов автокорреляции. Для этого составляем первую вспомогательную таблицу.
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Следует заметить, что среднее значение получается путем деления не на 16, а на 15, т.к. у нас теперь на одно наблюдение меньше.
Теперь вычисляем коэффициент автокорреляции первого порядка по формуле (4.1):

Составляем вспомогательную таблицу для расчета коэффициента автокорреляции второго порядка.

Следовательно

Аналогично находим коэффициенты автокорреляции более высоких порядков, а все полученные значения заносим в сводную таблицу.
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Анализ коррелограммы и графика исходных уровней временного ряда позволяет сделать вывод о наличии в изучаемом временном ряде сезонных колебаний периодичностью в четыре квартала.

4.2 Моделирование тенденции временного ряда

Распространенным способом моделирования тенденции временного ряда является построение аналитической функции, характеризующей зависимость уровней ряда от времени, или тренда. Этот способ называют аналитическим выравниванием временного ряда.
Поскольку зависимость от времени может принимать разные формы, для ее формализации можно использовать различные виды функций. Для построения трендов чаще всего применяются следующие функции:
линейный тренд:  ; 
гипербола:   ; 
экспоненциальный тренд: 
степенная функция: 
полиномы различных степеней: 

Параметры каждого из перечисленных выше трендов можно определить обычным МНК, используя в качестве независимой переменной время  , а в качестве зависимой переменной – фактические уровни временного ряда . Для нелинейных трендов предварительно проводят стандартную процедуру их линеаризации.
Существует несколько способов определения типа тенденции. К числу наиболее распространенных способов относятся качественный анализ изучаемого процесса, построение и визуальный анализ графика зависимости уровней ряда от времени. В этих же целях можно использовать и коэффициенты автокорреляции уровней ряда. Тип тенденции можно определить путем сравнения коэффициентов автокорреляции первого порядка, рассчитанных по исходным и преобразованным уровням ряда. Если временной ряд имеет линейную тенденцию, то его соседние уровни   и  тесно коррелируют. В этом случае коэффициент автокорреляции первого порядка уровней исходного ряда должен быть высоким. Если временной ряд содержит нелинейную тенденцию, например, в форме экспоненты, то коэффициент автокорреляции первого порядка по логарифмам уровней исходного ряда будет выше, чем соответствующий коэффициент, рассчитанный по уровням ряда. Чем сильнее выражена нелинейная тенденция в изучаемом временном ряде, тем в большей степени будут различаться значения указанных коэффициентов.
Выбор наилучшего уравнения в случае, когда ряд содержит нелинейную тенденцию, можно осуществить путем перебора основных форм тренда, расчета по каждому уравнению скорректированного коэффициента детерминации и средней ошибки аппроксимации. Этот метод легко реализуется при компьютерной обработке данных.

4.3 Моделирование сезонных колебаний

Простейший подход к моделированию сезонных колебаний – это расчет значений сезонной компоненты методом скользящей средней и построение аддитивной или мультипликативной модели временного ряда.
Общий вид аддитивной модели следующий:
                                           (4.3)
Эта модель предполагает, что каждый уровень временного ряда может быть представлен как сумма трендовой (T), сезонной (S) и случайной (E) компонент.
Общий вид мультипликативной модели выглядит так:
                                                 (4.4)
Эта модель предполагает, что каждый уровень временного ряда может быть представлен как произведение трендовой (T), сезонной (S) и случайной (E) компонент.
Выбор одной из двух моделей осуществляется на основе анализа структуры сезонных колебаний. Если амплитуда колебаний приблизительно постоянна, строят аддитивную модель временного ряда, в которой значения сезонной компоненты предполагаются постоянными для различных циклов. Если амплитуда сезонных колебаний возрастает или уменьшается, строят мультипликативную модель временного ряда, которая ставит уровни ряда в зависимость от значений сезонной компоненты.
Построение аддитивной и мультипликативной моделей сводится к расчету значений T, S и E для каждого уровня ряда.
Процесс построения модели включает в себя следующие шаги.
1) Выравнивание исходного ряда методом скользящей средней.
2) Расчет значений сезонной компоненты S.
3) Устранение сезонной компоненты из исходных уровней ряда и получение выровненных данных (T+E) в аддитивной или (TxE) в мультипликативной модели.
4) Аналитическое выравнивание уровней (T+E) или (TxE) и расчет значений T с использованием полученного уравнения тренда.
5) Расчет полученных по модели значений (T+E) или (TxE).
6) Расчет абсолютных и/или относительных ошибок. Если полученные значения ошибок не содержат автокорреляции, ими можно заменить исходные уровни ряда и в дальнейшем использовать временной ряд ошибок E для анализа взаимосвязи исходного ряда и других временных рядов.
Методику построения каждой из моделей рассмотрим на примерах.
Пример. Построение аддитивной модели временного ряда. Обратимся к данным об объеме правонарушений на таможне за четыре года, представленным в табл. 1. 
Было показано, что данный временной ряд содержит сезонные колебания периодичностью 4, т.к. количество правонарушений в первый-второй кварталы ниже, чем в третий-четвертый. Рассчитаем компоненты аддитивной модели временного ряда. 
Шаг 1. Проведем выравнивание исходных уровней ряда методом скользящей средней. Для этого:
 1.1. Просуммируем уровни ряда последовательно за каждые четыре квартала со сдвигом на один момент времени и определим условные годовые объемы правонарушений (гр. 3 табл. 5). 
1.2. Разделив полученные суммы на 4, найдем скользящие средние (гр. 4 табл. 5). Полученные таким образом выровненные значения уже не содержат сезонной компоненты. 
1.3. Приведем эти значения в соответствие с фактическими моментами времени, для чего найдем средние значения из двух последовательных скользящих средних – центрированные скользящие средние (гр. 5 табл. 5).
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Шаг 2. Найдем оценки сезонной компоненты как разность между фактическими уровнями ряда (гр. 2) и центрированными скользящими средними (гр. 5) и занесем в гр. 6 таблицы 5. Используем эти оценки для расчета значений сезонной компоненты S (табл. 6). Для этого найдем средние за каждый квартал (по всем годам) оценки сезонной компоненты Si. В моделях с сезонной компонентой обычно предполагается, что сезонные воздействия за период взаимопогашаются. В аддитивной модели это выражается в том, что сумма значений сезонной компоненты по всем кварталам должна быть равна нулю.
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Для данной модели имеем:
289,667 - 264 + 271,417 + 293,375 =11,125.
Корректирующий коэффициент: k =11,125/4 = 2,781.
Рассчитываем скорректированные значения сезонной компоненты () и заносим полученные данные в таблицу 6.
Проверим равенство нулю суммы значений сезонной компоненты:
-292,448 - 266,781 + 268,636 + 290,593 = 0.
Шаг 3. Исключим влияние сезонной компоненты, вычитая ее значение из каждого уровня исходного временного ряда. Получим величины T+ E =Y- S  (гр. 4 табл. 7). Эти значения рассчитываются за каждый момент времени и содержат только тенденцию и случайную компоненту.
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Шаг 4. Определим компоненту T данной модели. Для этого проведем аналитическое выравнивание ряда (T+E) с помощью линейного тренда. Результаты аналитического выравнивания следующие:
T = 671,777 + 0,9233xt.
Подставляя в это уравнение значения t =1, 2, ..., 16, найдем уровни T для каждого момента времени (гр. 5 табл. 7).
Шаг 5. Найдем значения уровней ряда, полученные по аддитивной модели. Для этого прибавим к уровням T значения сезонной компоненты для соответствующих кварталов (гр. 6 табл. 7).
На одном графике отложим фактические значения уровней временного ряда и теоретические, полученные по аддитивной модели.
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Для оценки качества построенной модели применим сумму квадратов полученных абсолютных ошибок

Следовательно, можно сказать, что аддитивная модель объясняет 97% общей вариации уровней временного ряда количества правонарушений по кварталам за 4 года. 
Шаг 6. Прогнозирование по аддитивной модели. Предположим, что по нашему примеру необходимо дать прогноз об общем объеме правонарушений на I и II кварталы 2013 года. Прогнозное значение Ft уровня временного ряда в аддитивной модели есть сумма трендовой и сезонной компонент. Для определения трендовой компоненты воспользуемся уравнением тренда

Получим


Значения сезонных компонент за соответствующие кварталы равны: S1  292,448 и S2  266,781. Таким образом,


То есть в первые два квартала 2013 г. следовало ожидать порядка 395 и 422 правонарушений соответственно. 
Построение мультипликативной модели рассмотрим на данных предыдущего примера.
Шаг 1. Методика, применяемая на этом шаге, полностью совпадает с методикой построения аддитивной модели.
Шаг 2. Найдем оценки сезонной компоненты как частное от деления фактических уровней ряда на центрированные скользящие средние (гр. 6 табл. 8). Эти оценки используются для расчета сезонной компоненты S (табл. 9). Для этого найдем средние за каждый квартал оценки сезонной компоненты Si . Так же, как и в аддитивной модели считается, что сезонные воздействия за период взаимопогашаются. В мультипликативной модели это выражается в том, что сумма значений сезонной компоненты по всем кварталам должна быть равна числу периодов в цикле. В нашем случае число периодов одного цикла равно 4.
Имеем:  0,5816 + 0,6167 + 1,3991 + 1,4283 =  4,0257.
Определяем корректирующий коэффициент:

Скорректированные значения сезонной компоненты Si получаются при умножении ее средней оценки  на корректирующий коэффициент k .
Проверяем условие равенство 4 суммы значений сезонной компоненты:
0,5779 + 0,6128 + 1,3901 + 1,4192 = 4.
Шаг 3. Разделим каждый уровень исходного ряда на соответствующие значения сезонной компоненты. В результате получим величины 
(гр. 4 табл. 10), которые содержат только тенденцию и случайную компоненту.
Шаг 4. Определим компоненту T в мультипликативной модели. Для этого рассчитаем параметры линейного тренда, используя уровни . В результате получим уравнение тренда:
[bookmark: _Hlk43544475]T =  651,6364 + 3,2809*t.
Подставляя в это уравнение значения t =1, 2, ..., 16, найдем уровни T для каждого момента времени (гр. 5 табл. 4.10).
Шаг 5. Найдем уровни ряда, умножив значения T на соответствующие значения сезонной компоненты (гр. 6 табл. 10). На одном графике откладываем фактические значения уровней временного ряда и теоретические, полученные по мультипликативной модели.
Расчет ошибки в мультипликативной модели производится по формуле:

Для сравнения мультипликативной модели и других моделей временного ряда можно, по аналогии с аддитивной моделью, использовать сумму квадратов абсолютных ошибок :

Сравнивая показатели детерминации аддитивной и мультипликативной моделей, делаем вывод, что они примерно одинаково аппроксимируют исходные данные.
Шаг 6. Прогнозирование по мультипликативной модели. Если предположить, что по нашему примеру необходимо дать прогноз об общем объеме правонарушений на I и II кварталы 2003 года, прогнозное значение Ft уровня временного ряда в мультипликативной модели есть произведение трендовой и сезонной компонент. Для определения трендовой компоненты воспользуемся уравнением тренда
T =  651,6364 + 3,2809*t.
Получим


Значения сезонных компонент за соответствующие кварталы равны: S1 =  0,5779 и  S2 =  0,6128. Таким образом


То есть в первые два квартала 2003 г. следовало ожидать порядка 409 и 436 правонарушений соответственно. Таким образом, аддитивная и мультипликативная модели дают примерно одинаковый результат по прогнозу.

4.4 Стационарные и временные ряды

Таким образом временной ряд представляет собой случайный процесс, имеющий в общем случае три составляющие. Случайные процессы делятся на стационарные и нестационарные. Для стационарного процесса должны выполняться следующие условия:
.
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